Pidagogische Ubungen

Was zahlt bei den Zahlen?

In dieser pddagogischen
Ubung bringt Bruce Director
Licht in das Dunkel der
Zahlentheorie, die in der
Schule wohl zu dem Lang-
weiligsten gehért, mit dem
die Schiller gequdlt werden.
Begriffe wie Modulus, Kon-
gruenz, gerade und ungera-
de Zahlen, Quadratzahlen
usw. werden plétzlich zum
Ausgangspunkt begeisterter
eigener Forschungsarbeit,
wenn man sie in ihrer realen
Entstehungsgeschichte be-
trachtet.

ie meisten von uns denken bei
D ganzen Zahlen, wahrscheinlich

in Erinnerung an die Kindheit, an
das Abzihlen von Gegenstinden. Die
Zahlenfolge 1, 2, 3, ... bis zu irgendeiner
noch vorstellbaren grof3en Zahl erscheint
so als die natiirliche Ordnung der Dinge,
und deshalb heiflen diese Zahlen auch
natiirliche Zahlen®. Aber wie der Apo-
stel Paulus in dem oft zitierten ersten
Brief an die Korinther, Kapitel 13, sagt:
,,Als ich ein Kind war, da redete ich wie
ein Kind und dachte wie ein Kind und ur-
teilte wie ein Kind; als ich aber ein Mann
wurde, tat ich ab, was kindlich war.* Und
Platon lehrt in seinem Buch Vom Staate,
dall Krieger, die gereifte Staatenlenker
werden wollen, lernen miiflten, ,,die Na-
tur der Zahlen nur mit dem Geist zu se-
hen®. Auf den folgenden Seiten wollen
wir uns daher iiberlegen, was die eigent-
liche ,,Natur der Zahlen*, im Unterschied
zu den ,,natiirlichen Zahlen, ist.

Die ganzen Zahlen mit dem Abzéhlen
von Gegenstinden zu verkniipfen, er-
scheint sinnvoll, solange es sich um klei-
ne Zahlen handelt; doch wenn wir an
grofere Zahlen denken, wird dieses Ver-
fahren immer unsinniger. Dann denkt
man nicht mehr in einzelnen Zahlen, son-
dern ordnet diese gruppenweise, bei-
spielsweise in Zehnergruppen. Und wenn
wir es recht bedenken, dann ist dies auch
bei kleinen Zahlen der Fall. Dadurch
setzt sich mehr und mehr die Erkenntnis
durch, daB die Vorstellung des Ab-
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zihlens, obwohl sie anfangs sinnvoll er-
schien, falsch ist. In seinen MutmaBun-
gen (De conjecturis) behandelt Nikolaus
von Kues die ,natiirliche Reihung der
Zahlen so:

,,Du mufit um so genauer die Natur der
Zahl betrachten, je tiefer du das iibrige
nach ihrem Abbild zu erforschen ver-
suchst. Zuerst aber befasse dich mit ihrer
Reihung, und du wirst bestitigen, daf} sie
durch die Vierzahl abgeschlossen wird.
Wenn man nidmlich 1, 2, 3 und 4 addiert,
so ergibt sich die Zahl 10; diese faltet die
zahlenmiBige Kraft der einfachen Ein-
heit aus. Von dieser Zahl 10 her nun, die
die zweite Einheit ist, wird durch einen
gleichen Viererschritt die quadratische
Ausfaltung der Wurzel erreicht; denn 10
+20 + 30 + 40 = 100 = 10%. Ebenso ergibt
die Hundert als Einheit durch die gleiche
Bewegung die Tausend; denn 100 + 200
+ 300 + 400 = 1000. Doch 143t sich auf
diesem Weg nicht weiter fortschreiten,
als ob noch etwas iibrig sei... Und jenseits
des Tausenders, des Wiirfels der Zehn,
gibt es keine Abwandlung bei der Wie-
derholung. Da dieser Tausender durch die
dreimal wiederholte Viererreihe nach der
Zehnerordnung entsteht, ergibt sich, daf3
die Vierzahl, die Ausfaltung der Einheit,
die Macht fiir jede Zahl enthalt.*
(Mutmafungen, 1. Teil, 3. Kap.)

Wir kommen der , Natur* der Zahlen
niher, wenn wir an grofe Zahlen denken,
etwa wieviel Jahre die Prizession der
Erdachse in Anspruch nimmt. (Die Erde
,eiert” bei ihrer Drehung um die eigene
Achse. Wie bei einem sich langsam dre-
henden Kreisel wandert die Erdachse um
die Ebene der Erd- und Mondbahn. Da-
durch verschiebt sich, von der Erde aus
gesehen, der Himmelspol, und bei der
Tag- und Nachtgleiche zum Friihlings-
und Herbstanfang geht die Sonne nach
ein paar tausend Jahren in einem anderen
Tierkreiszeichen auf.) Ein solcher Zy-
klus, bei dem die Erdachse einen Kegel-
mantel um die Senkrechte zur Erdbahn
beschreibt, dauert fast 26 000 Jahre. Wir
nehmen hier also den Zyklus einer Erd-
umdrehung um die Sonne (Jahr) als Maf}
fiir den Zyklus der Richtungsidnderung
der Erdachse in bezug auf die Sterne.
Beide Zyklen werden nur mit dem Geist
gesehen, denn mit den Augen sehen wir
nur die verdnderte Position der Sonne am
Himmel im Vergleich zu den verénderten
Positionen der Sterne. Wir sehen niemals
die wirkliche Bewegung der Erde um die

Sonne oder die kegelformige Rotation
der Erdachse. Aber wenn wir in unserem
Geist diese beiden gedanklichen Vorstel-
lungen einander gegeniiberstellen, kom-
men wir auf die Zahl 26 000. Kein
Mensch kidme je durch Abzihlen auf die-
se Zahl. Sie entsteht ausschlieBlich durch
die Erzeugung eines geistigen Bildes, ei-
ner Metapher, die aus der Gegeniiberstel-
lung von zwei verschiedenen Ideen iiber
bestimmte physikalische Vorginge er-
wichst.

Alle erdenklichen Zahlen sind mit sol-
chen Metaphern verbunden. Keine wird
jeweils an sich gedacht, sondern nur be-
zogen auf eine zugrundeliegende Meta-
pher, selbst wenn diese nicht immer of-
fensichtlich ist. Um die tieferen Implika-
tionen dieser Feststellung zu entdecken,
sollten wir einige Experimente machen
und uns dabei von Carl Friedrich Gauf}’
Disquisitiones arithmeticae anleiten las-
sen. Zundchst einmal miissen wir jegli-
che geistige Abhingigkeit von der
natiirlichen” Ordnung der ganzen Zah-
len loswerden. (Dies ist leichter gesagt
als getan, denn diese kindliche Denkwei-
se — die aber gar nicht von Kindern
stammt — ist tief in unseren axiomati-
schen Denkannahmen verankert.) Statt
dessen sollte man von Zahlen sprechen,
wie sie von Gaul}’ Begrift der Kongruenz
oder Ubereinstimmung nahegelegt wer-
den.

Wenn die Differenz zweier Zahlen
durch eine dritte Zahl teilbar ist, dann
sagt man: Sie sind beziiglich dieser drit-
ten Zahl kongruent. Die beiden Zahlen
werden als Reste voneinander bezeich-
net, und die dritte Zahl heit Modulus.

Klingt das nicht einfach? Versuchen
Sie es selbst anhand von Beispielen. Hier
ist eines fiir den Anfang: 13 und 138 sind
kongruent beziiglich Modulus 5, aber
nicht kongruent beziiglich Modulus 11.
-9 und +19 sind kongruent beziiglich
Modulus 7.

Nach diesem Begriff der Kongruenz
definiert die Beziehung zwischen drei
Zahlen die Beziehung aller Zahlen zuein-
ander. Keine Zahl erklirt sich aus sich
selbst, sondern alle beziehen sich aufein-
ander iiber die Beziehung des Intervalls
zwischen ihnen zum Modulus. Jedes In-
tervall bestimmt, unter welchen Moduli
diese Zahlen kongruent oder nicht kon-
gruent sind. Dieser Begriff einer Zahl als
ein Gegeniiberstellen zweier Ideen, ndm-
lich eines Intervalls und eines Modulus,
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spiegelt wahrheitsgetreuer wider, auf
welche Weise Zahlen im Kopf entstehen.
Ein einfaches Experiment bringt zuta-
ge, wie tief verwurzelt die sogenannte
,hatiirliche Zahlenfolge® in unserem
Denken ist. Man wihle sich eine beliebi-
ge Zahl als Modulus m. Dann schreibe
man eine Zahlenfolge auf, die mit ir-
gendeiner beliebigen Zahl a anfingt: a,
a+l, a+2, ... a+m-1. Die Zahlenfolge hat
ebenso viele Zahlen, wie der Modulus
Einsen enthilt. Als nichstes wihle man
irgendeine Zahl A, die nicht in der ersten
Folge enthalten ist. Diese Zahl A wird nur
mit einer einzigen Zahl aus der ersten
Folge beziiglich Modulus m kongruent
sein. Nun versuche man dasselbe mit
A+1. Mit welcher Zahl ist sie kongruent?
Als nichstes teste man A+2 usw., bis man
zu A+m-1 gelangt. Und was passiert,
wenn man anschliefend noch eine 1 zu A
hinzuaddiert? (Siehe Beispiel 1).

der Folge nicht um jeweils 1, sondern um
2, 3 oder 4 vergroBert wird.

Einmal nannte mir ein guter Freund,
der damals in Baskerville, Virginia, lebte
(es handelt sich um einen der fiinf politi-
schen Gefangenen der LaRouche-Bewe-
gung in den USA Ende der 90er Jahre),
folgendes aus dem Leben gegriffene Bei-
spiel fiir das Zdhlen durch Kongruenz be-
ziiglich eines Modulus. Es ist seither als
das ,,Baskerviller Modulus-Problem* be-
kannt:

In einem Gefidngnis mit drei Gebiu-
den, in denen sich jeweils zwei Schlaf-
sile befinden, ist reihum jeweils ein
Schlafsaal zuerst mit dem Mittagessen
dran. Wenn Schlafsaal A in Gebéude 1
montags zuerst zum Mittagessen geht,
wie lange dauert es dann, bis derselbe
Schlafsaal wieder montags zuerst mit Es-
sen dran ist?

Wenn Sie das herausbekommen haben,

a, a+l, a+2 e
m=7
— 50, 51, 52, 53, 54, 55,
A=23

Beziiglich m=7 st

23  kongruent mit
24  kongruent mit
25 kongruent mit
29 (=A+m-1) mit
30 (=A+m-1) mit
31 (=A+m-1) mit
Beispiel 1

a+m-]

a=150

56, ...

(Differenz)

51 28

52 28

53 28
. 2

51 21

52 21

Diesen Versuch mache man nun mit
verschiedenen Zahlen als Modulus. Trifft
es zu, daf} Ihr naives Vorstellungsvermo-
gen immer die natiirliche Zahlenfolge a,
a+l, ... als primdr denken will und den
Begriff der Kongruenz als stérend emp-
findet? Ertappen Sie sich dabei, drgerlich
zu werden, wenn Sie merken, daf} der
Kongruenzbegriff die einfache, natiirli-
che Ordnung der ganzen Zahlen durch-
einander bringt? Wenn in der wirklichen
Welt, wie wir weiter oben festgestellt ha-
ben, alle Zahlen aus einer Metapher ent-
stehen, warum beharrt Ihr Kopf dann dar-
auf, die scheinbar kindliche Idee der
natiirlichen Zahlenordnung zu verteidi-
gen?

Wer noch mehr Spaf} haben will, ma-
che das Experiment mit anderen Zahlen-
folgen, bei denen die Ausgangszahl a in
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16sen Sie auch noch die nichste Aufgabe:
Jeden dritten Donnerstag gibt es Grill-
hidhnchen. Aber nur die Leute aus jenem
Schlafsaal, der zuerst zum Essen gerufen
wird, bekommen das Hihnchen heif} zu
essen. Bei allen anderen ist es bereits kalt
und schmeckt wie Gummi. Wie oft be-
kommt Schlafsaal A aus Gebidude 1 heifle
Hihnchen?

Kalte Hihnchen
zéihlen nicht

Im ersten Teil des ,,Baskerviller Modu-
lus-Problems* ist unser Gefangener in ei-
nen sechstidgigen Zyklus eingebunden,
der es mit sich bringt, da} seine Zellen-
gruppe alle sechs Tage zuerst zum Mit-
tagessen geht. Man zihle diese Rotation
entsprechend der ,,natiirlichen* Zahlen-

folge ab: 0, 1, 2, 3, 4, 5, wobei 0 bedeu-
tet, da3 man als erste Schicht zum Essen
geht, 1 als zweite, usw. Aber das Zihlen
nach der ,natiirlichen® Zahlenfolge und
die Realitit des Gefingnis-Mittagessens
beginnen nach sechs Tagen (0-5) vonein-
ander abzuweichen, denn am siebten Tag
essen die Gefangenen der ersten Zellen-
gruppe wieder als erste, was als Tag 0 in
der Abfolge der Essensginge gezihlt
wird. Am achten Tag it die Zellengrup-
pe als zweite, gezihlt als Tag 1 in der
Ordnung der Essensgénge, usw.

Man denke hierbei an den GauB3schen
Begriff der Kongruenz. Am ersten Tag i3t
der Gefangene als erster zu Mittag — 0 in
der Essenfolge. An Tag 6 i3t der Gefan-
gene wieder als erster — wieder O in der
Essensfolge. Somit ist zwischen 0 und 6
etwas gleich. Offensichtlich sind sie
nicht identisch, aber in bezug auf den
Modulus 6 sind sie kongruent, denn das
Intervall zwischen O und 6 ist durch 6
teilbar. (Gauf} fiihrte das Symbol = ein,
um zwischen Kongruenz und Gleichheit
zu unterscheiden. ,,In bezug auf den Mo-
dulus* wird abgekiirzt durch ,,mod*.) Am
12. Tag geht die Zellengruppe des Ge-
fangenen wieder als erste zum Mittages-
sen. Somit ist 0 mit 6 und 12 beziiglich
Modulus 6 kongruent. Und wieder sind
auch die Intervalle zwischen O und 6, 6
und 12, 0 und 12 sé@mtlich durch den Mo-
dulus 6 teilbar. Entsprechend it die Zel-
lengruppe unseres Gefangenen an Tag 7
als zweite (gezéhlt 1). 7 und 1 sind nicht
gleich, aber kongruent bezogen auf den
Modulus 6. Diese Kongruenzbeziehung
in bezug auf den Modulus 6 ist Ausdruck
des spezifischen Ordnungsprinzips im
Essensplan des Gefangenen, das vom
einfachen linearen Abzihlen der Tage
nach der ,,natiirlichen Reihung® der Zah-
len abweicht.

Dieser Kongruenzbegriff entspricht
Keplers Vorstellung von Kongruenz im
ersten Buch seiner Weltharmonik. Kepler
merkt dort an, das Wort ,,Kongruenz® im
Lateinischen bedeute das gleiche wie das
Wort ,, Harmonie* im Griechischen. Bei-
de sind abgeleitet von einem Verb, das im
Deutschen ,,iibereinstimmen* oder ,,zu-
sammen passen” heifit. Kepler bezeich-
net Vielecke als ,,kongruent®, die zusam-
men passen, wenn man sie aneinander
legt. Auf einer ebenen Flidche passen bei-
spielsweise Dreiecke, Vierecke und
Sechsecke genau zusammen, Fiinfecke
jedoch nicht. Andererseits konnen Drei-
ecke, Vierecke und Fiinfecke sehr har-
monisch zu Korpern zusammengefiigt
werden, wihrend das mit Sechsecken
nicht geht. Welche Vielecke kongruent
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sind und welche nicht, hingt also von
dem Bereich ab, in dem die Kongruenz
hergestellt wird.

Diese Kongruenzbeziehung in bezug
auf den Bereich ist auch in der Situation
unseres Gefangenen zu sehen. Die Wo-
che hat sieben Tage, die entsprechend der
natiirlichen Zahlenfolge* als Sonntag =
0, Montag = 1 usw. gezihlt werden kon-
nen. Auch hier weichen ,,natiirliche Zah-
lenfolge* und Realitit voneinander ab,
sobald wir den zweiten Sonntag errei-
chen, der als Tag 7 gezéhlt wird (da wir
mit O und nicht mit 1 zu zdhlen began-
nen). Dieser zweite Sonntag ist wieder
dem ersten dhnlich, aber nicht gleich,
niamlich kongruent: 0 ist kongruent mit 7
in bezug auf Modulus 7.

Die Wochentage sind nach Kongruen-
zen beziiglich Modulus 7 geordnet,
wihrend der Essensplan des Gefangenen
Kongruenzen in bezug auf den Modulus
6 folgt. Die Zahlen 0-6 in bezug auf Mo-
dulus 7 und 0-5 in bezug auf Modulus 6
nannte Gauf} die ,kleinsten positiven Re-
ste*“ des Modulus, denn sie sind die klein-
sten positiven Zahlen, mit denen jede an-
dere Zahl, so grof} sie auch sein mag,
kongruent ist. Dies probieren Sie am be-
sten selbst aus (Beispiel 2).

Nun wollen wir diese beiden Ord-
nungsprinzipien zusammenbringen: Den
Essensplan des Gefangenen (Modulus 6)
mit dem Wochenrhythmus (Modulus 7).
Wenn der Gefangene am Montag (Tag 1)
in der ersten Schicht iBit, wie lange dau-
ert es, bis er wieder an einem Montag als
erster zum Essen geht? Arbeitet man die-
ses Problem wie oben bereits angespro-
chen durch, stellt man fest, daf} unser Ge-
fangener nach 42 Tagen (6 x 7) oder
sechs Wochen wieder an einem Montag
als erster mit dem Mittagessen dran wé-
re, und in der Zwischenzeit ginge er an
allen iibrigen Wochentagen je einmal als
erster zum Essen.

Aber wenden wir uns nun dem zweiten
Teil des Problems zu: Grillhdhnchen gibt
es an jedem dritten Donnerstag, und bei
allen aufler der ersten Essensschicht sind
die Hihnchen kalt und gummiartig. Wie
oft bekommt unserer Gefangener heifle
Hihnchen? Man zidhle die Wochen O, 1,
2, 3 usw. In Woche 0 gibt es am Don-
nerstag Hiahnchen, in Woche 1 und 2 gibt
es keine Hiahnchen, erst wieder in Woche
3. 3 und 0 sind kongruent beziiglich Mo-
dulus 3. Somit gibt es Hihnchen immer
an solchen Donnerstagen, die in Wochen
fallen, welche mit 0 beziiglich Modulus 3
kongruent sind.

Was bedeutet das fiir unseren Gefange-
nen? Da er einmal alle sechs Wochen am
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gleichen Wochentag als erster zum Mit-
tagessen geht, ist er also jeden sechsten
Donnerstag als erster mit Essen dran, an
allen Donnerstagen nidmlich, die in Wo-
chen fallen, deren Zahlen in bezug auf
Modulus 6 kongruent sind. Das heif3t, er
bekommt alle sechs Wochen heifle Grill-
hihnchen, oder? Nicht unbedingt. Wenn
er in der gliicklichen Lage ist, an einem
Donnerstag als erster dran zu sein, wenn
es tatsdchlich Héahnchen gibt, wird er
auch alle sechs Wochen ein hei3es Hihn-
chen bekommen. Aber wenn es an dem
Donnerstag, wenn er als erster dran ist,
kein Hihnchen gibt, wird er nie ein
heifles Hihnchen bekommen. Tatsdchlich
werden nur zwei Zellengruppen iiber-
haupt jemals heile Hiéhnchen essen.

8 = 2 modé
9 = 3
10 = 4
11 = 5
12 = 0
13 = 1
14 = 2
153 = 3 mod 6

(153 -3=150=25x6)

Beispiel 2

Sind wirklich alle groferen Zahlen mit
den Zahlen 0-5 kongruent in bezug auf
Modulus 62

Was ist mit unseren Zahlen geschehen?
Zuerst wich die natiirliche Zahlenfolge
von der Realitit ab, doch wir entdeckten
ein wirklichkeitsnidheres Ordnungsprin-
zip. Aber jetzt scheint wieder eine Ab-
weichung aufzutreten. Es muf} ein weite-
res Ordnungsprinzip im Spiel sein, des-
sen wir uns nicht bewuf3t waren. Schau-
en wir zuriick auf den Unterschied zwi-
schen den zwei Teilen des Problems. Im
ersten Teil kombinierten wir zwei Zy-
klen, einen in bezug auf Modulus 6 und
einen in bezug auf Modulus 7. Im zwei-
ten Teil standen beide Zyklen in Bezie-
hung zu den Moduli 3 und 6. Wo liegt der
Unterschied?

Ein Weg festzustellen, woher dieses
Paradox stammt, ist folgender. Man den-
ke sich 7 Punkte (oder Scheitelpunkte ei-
nes Vielecks), die sich grob auf einem
Kreis verteilen. Man bezeichne diese
Punkte mit 0-6. Nun verbinde man diese
Punkte in der Reihenfolge 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 0. Dann verbinde man die Punkte, in-
dem man jeden zweiten ausldBt: 0, 2, 4,
6,1, 3,5, 0. Dann, indem man jeden drit-
ten ausldBt: 0, 3, 6, 2, 5, 1, 4, 0. Und so
weiter fiir alle Zahlen 0-6. (Am besten

benutzt man dazu immer verschiedene
Kreise mit Punkten, anstatt alle iiberein-
ander zu zeichnen. Siehe Abbildung 1)
Was sind die Unterschiede und Ahnlich-
keiten zwischen den so geschaffenen Fi-
guren?

Jetzt verfahre man genauso mit 6
Punkten (Abbildung 2).

Man vergleiche diese Anordnungen
mit den Sequenzen der kleinsten positi-
ven Reste der Reihen a, a+1, a+2 ...; a,
a+2, a+4, a+6...; a, a+3, a+6, a+9...; a,
a+4, a+8, a+12... usw. in bezug auf die
Moduli 6 und 7.

Wenn Sie das Beispiel 3 selbst zuende
gefiihrt oder das Experiment selbstindig
anhand eigener Reihen mit einem ande-
ren Wert fiir a durchgerechnet haben, er-
scheint das Paradox des ,,Baskerviller
Modulus-Problems* bereits viel deutli-
cher. Das Ordnungsprinzip, das wir bis-
her tibersehen haben, ist das Konzept der
Primzahlen (siehe auch ,,Carl Friedrich
GauB}: Von den Primzahlen zu den kom-
plexen Zahlen* in FUSION 2/2004, S. 39
ff). Die Zahl der Scheitelpunkte ist ein
Modulus, und die ausgelassene Zahl ist
ein weiterer Modulus. Wenn man die bei-
den Moduli zusammenbringt, entsteht ein
Vieleck. Falls sich die beiden Moduli wie
Primzahlen zueinander verhalten (d.h.
keinen gemeinsamen Teiler besitzen),
sind alle Punkte miteinander verbunden,
und es entsteht ein vollstdndiges Vieleck.
Wenn die Moduli jedoch nicht teiler-
fremd sind (etwa 3 und 6), wird das Viel-
eck nicht vollstindig, sondern einige
Scheitelpunkte bleiben unverbunden.
Daraus folgt: Wenn der Modulus der Es-
sensrotation und der Modulus der Hiihn-
chenabfolge nicht teilerfremd sind, gibt
es keine Garantie, daf3 unser Gefangener
iiberhaupt jemals in den GenuB eines
heilen Hahnchens kommt.

Wie gut, daB es
auch Ungerades gibt!

Der Gegensatz zwischen zwei verschie-
denen Zahlenbegriffen bringt unseren
Gefangenen auf die Idee, sich auf eine
Reise ins Zahlenreich zu begeben, um die
Natur der Zahlen zu entdecken, die jen-
seits der Sinneswahrnehmung liegt.

Er erinnert sich an seine Kinderzeit
und stellt fest, daB alles, was man ihm
damals tiber Zahlen beigebracht hat, sich
auf eine festgesetzte Anzahl von Regeln
und Operationen beschriankte. Zahlen
wurden wie Dinge behandelt, und man
muflte vorgegebene Anweisungen auf
Kommando wiederholen, statt selbst et-
was zu entdecken.
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Da fallen ihm plétzlich die befreienden
Worte des Nikolaus von Kues aus den
Mutmafiungen ein: ,,Das Wesen der Zahl
ist also das erste Urbild des Geistes ...
Sinnbildlich kommen wir so bei unserer
MutmafBung von den rationalen Zahlen
unseres Geistes zu den realen unaus-
sagbaren des gottlichen Geistes; denn wir
nennen ja die Zahl ,das erste Urbild der
Dinge im Geiste des Schopfers’, wie die
aus unserer Vernunft hervorgehende Zahl
Urbild seiner abbildlichen Welt ist.” (De
coniecturis, Ende 2. Kap.)

Allmihlich kommen ihm einige gliick-
lichere Erinnerungen in den Sinn, wie er
als kleiner Junge einfach alles wissen
wollte, alles erkundete, auch die Zahlen,
und bei seinen Spielereien verborgene
Beziehungen zwischen den Zahlen ent-
deckte. Das war nichts GroBartiges, klei-
ne Kuriosititen, die er fiir sich behielt.
Einmal faf3te er sich ein Herz und erzéhl-
te seinem Lehrer von einer solchen Ent-
deckung. Die Reaktion war nieder-
schmetternd. ,,Sei kein Kauz!*, sagte der
Lehrer. ,,Das hat doch keinerlei prakti-
sche Bedeutung. Damit kannst du spéter
im Leben nichts anfangen.*

Heute sind all diese Vorschriften und
Lehrsitze, die ihm in jungen Jahren ein-
getrichtert wurden, untauglich geworden
— wenn sie liberhaupt je zu etwas niitze
waren. Aber jetzt steht es ihm frei, seine
Erkundungen fortzusetzen, und er be-
ginnt mit jenen elementaren Prinzipien,
die dem Einfiltigen einfach vorkommen,
die jedoch einen reichen Schatz tiefgriin-
diger Ideen bergen, wenn man den (nur
scheinbar spitzfindigen) Paradoxen nach-
geht, die dabei auftreten. Er nimmt Pa-
pier und Bleistift und stellt eine Zahlen-
folge auf, indem er mit einer Einheit be-
ginnt, in der nédchsten Zeile eine weitere
Einheit hinzufiigt, in der dritten Zeile
wieder eine, usw. (Beispiel 4).

Aus seinem Vorgehen scheint klar her-
vorzugehen, daB} jede Zahl einzigartig ist
und sich von allen anderen dadurch un-
terscheidet, daf jeweils eins hinzugezihlt
wurde, so wie ein Tag auf den anderen
folgt. Aber unser Gefangener will seinen
Geist von alten Fesseln befreien und ent-
decken, was hinter den Zahlen liegt, in-
dem er sie auf einer anderen Ebene be-
trachtet als der, wo immer blof} eins hin-
zugefiigt wird.

Also macht er folgendes Experiment:
Bei jeder Zahl in Beispiel 4 streicht er
vorne und hinten eine Einheit durch. Da-
bei beginnt er mit der ersten und der letz-
ten Einheit, dann kommt die zweite und
die zweitletzte Einheit, und so fort, bis es
nicht mehr weitergeht. (Der Leser sollte
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m;=7
2a 2b 2c
1 ] 1
0
0 0,
2 2 2
5 s 5
4 3 4 3 4 3
m;=6 m,=2 m,=3
Abbildung 1 und 2
a a, a+l1, a+2,.. a=10
— 10, 11, 12, 13,
10 = 4 modé
11 =5
12 =0
13 = 1 Die kleinsten positiven Reste sind 0, 1, 2, 3, 4, 5
14 = 2 wiein Abb. 2a
15 = 3
16 = 4
b) o a+2, a+4,..
— 10, 12, 14, 16,
10 = 4 mod 6
12 =0
14 = 2 Die kleinsten positiven Reste sind 0, 2, 4,
16 = 4  wiein Abb. 2b
18 = 0
¢ a, a+3, a+é, ..
— 10, 13, 16, 19,
10 =4 modé
13 = 1
16 = 4 Die kleinsten positiven Reste sind 1, 4,
19 = 1  &hnlich wie in Abb. 2¢
Beispiel 3

hier natiirlich wieder selbst zum Stift
greifen, siehe Beispiel 5.)

Es stellt sich anhand dieser Prozedur
heraus, dall Zahlen sich noch durch mehr
voneinander unterscheiden, als daf} im-
mer eins hinzugezihlt worden ist. Denn
einige Zahlen, genauer gesagt jede zwei-
te, behilt in der Mitte eine nicht durch-
gestrichene Einheit iibrig, wihrend alle
anderen Zahlen keine solche Einheit in
der Mitte iibrig haben.

Und wieder mufl er an Nikolaus von
Kues’ Worte denken:

,.Bekanntlich besteht jede Zahl aus der
Einheit und der Andersheit, und zwar so,
daB die Einheit zur Andersheit fortschrei-
tet und die Andersheit zur Einheit
zuriickschreitet; so wird die Zahl im
wechselseitigen Voranschreiten begrenzt
und in ihrem Wesen verwirklicht. Die
Einheit einer Zahl kann der Einheit einer
anderen nicht vollig gleich sein, da eine
genaue Gleichheit in jedem Endlichen
unmoglich ist. Einheit und Andersheit
werden also in jeder Zahl abgewandelt;
offensichtlich hat eine ungerade Zahl
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mehr von der Einheit als eine gerade
Zahl, weil eine gerade Zahl in zwei glei-
che Teile geteilt werden kann, eine unge-
rade nicht. Wenngleich also jede Zahl aus
Einheit und Andersheit eine ist, so gibt es
doch Zahlen, bei denen die Einheit iiber
die Andersheit siegt, und andere, bei de-
nen die Andersheit die Einheit ver-
schluckt.” (De coniecturis, 9. Kap.)

Der Gefangene ldchelt, denn jetzt er-
scheint ihm der einst so alltigliche Ge-
danke der geraden und ungeraden Zah-
len, deren Unterscheidung in seiner Ju-
gend als geradezu trivial hingestellt wur-
de, in neuem Licht. In seine Freude
mischt sich auch ein biBchen Arger, denn
er weill wohl, dal3 dieses neue Licht iiber-
haupt nicht neu ist, sondern in Wirklich-
keit eine antike Entdeckung, die er schon
als Junge hitte nachvollziehen sollen. Im
Gegensatz zu dem, was man ihm in der
Schule beigebracht hatte, handelt es sich
bei dem Begriff von gerade und ungera-
de nicht um die blof3e Beschreibung einer
bestimmten Zahl, sondern um etwas, das
mit der Natur der Zahlen selbst zusam-
menhingt. Die in der Schule gelernte
Version schien zwar zu funktionieren,
aber sein Geist kam dabei zu kurz.

Der Arger legt sich, als er sich wieder
seiner Untersuchung zuwendet. Er tiber-
14Bt es anderen zu enthiillen, wie es kam,
dal diese Entdeckungen des Altertums
aus den Lehrplidnen gestrichen wurden.

Die Unendlichkeit aller Zahlen ist nun
in zwei Hilften geteilt worden, gemif
der Natur der einzelnen Zahlen, wenn
man jede von ihnen durch zwei teilt. Das
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Beispiel 6

11 2 = gerade - ungerade
2 tt : 4 =gerade - gerade
3 flt : 6 = gerade - ungerade
4 t1tf . 8 =gerade - gerade
5 ttItf : 10 = gerade - ungerade

entdeckte Prinzip von gerade und unge-
rade teilt die Unendlichkeit der Zahlen in
zwei Typen — solche Zahlen, bei denen
»die Andersheit iiber die Einheit siegt®,
und solche, bei denen ,,die Einheit iiber
die Andersheit siegt*.

Bei der urspriinglichen Herstellung al-
ler Zahlen durch das Hinzufiigen von
eins war keine Zahl gleich der anderen.
Aber jetzt entdeckt er, dal einige Zahlen
anderen dhneln, ohne ihnen gleich zu
sein. Der Gefangene mochte diese Ent-
deckung auf einen Begriff bringen, und
dies fiihrt ihn zu Gau3’ Konzept der Kon-
gruenz. Alle Zahlen des gleichen Typs
sind miteinander kongruent, mit den Zah-
len eines anderen Typs sind sie nicht-
kongruent. Es gibt zwei Typen. Also sind
nach Gauf} alle geraden Zahlen zueinan-
der kongruent in bezug auf den Modulus
2. Ebenso sind alle ungeraden Zahlen zu-
einander kongruent in bezug auf den Mo-
dulus 2. Und alle geraden Zahlen sind
nicht-kongruent mit allen ungeraden
Zahlen beziiglich Modulus 2.

Als der Gefangene das erkennt, dringt
es ihn, die Erkundung fortzusetzen und
die Zahlen noch weiter zu unterteilen.
Dieses Mal nimmt er sich zunéchst nur
die geraden Zahlen vor, und zwar nimmt
er die Teile, die bereits bei der ersten
Zweiteilung durch wiederholtes Abstrei-
chen der jeweils ersten und letzten Ein-
heiten an beiden Enden entstanden wa-
ren. Und siehe da, nun unterteilen sich
die geraden Zahlen wiederum in zwei Ty-
pen: solche, deren Teile, wenn man sie
auf diese Weise teilt, in der Mitte keine
Einheit zuriickbehalten und gerade-gera-
de genannt werden; und dann solche, die
bei der gleichen Behandlung eine Einheit
librig behalten und deswegen gerade-un-
gerade heilen (siehe Beispiel 6).

Auch die ungeraden Zahlen spalten
sich in zwei Typen auf: Solche, die gera-
de Zahlen auf beiden Seiten der tibrig ge-
bliebenen Einheit in der Mitte haben,
heiBBen ungerade-gerade, und solche, die
ungerade Zahlen auf beiden Seiten der
iibrig gebliebenen Einheit in der Mitte
haben, heillen ungerade-ungerade. Da-
mit ist die Zahlenunendlichkeit in vier
Teile geteilt worden!

Wieder muf} betont werden, da3 Zah-
len des gleichen Typs nicht gleich sind,

und wir greifen auf die GaufBlsche Kon-
gruenz zuriick, um diese neue Ent-
deckung in einen Begriff zu fassen. Jede
Zahl jedes dieser vier Typen — gerade-
ungerade, gerade-gerade, ungerade-gera-
de und ungerade-ungerade — ist kongru-
ent mit allen Zahlen des gleichen Typs in
bezug auf den Modulus 4.

Aus der Zahlenfolge, die durch Hinzu-
fligen von eins entsteht, geht die neu ent-
deckte Unterteilung in gerade, ungerade,
gerade-ungerade, gerade-gerade, ungera-
de-gerade und ungerade-ungerade zwar
logisch hervor, doch nichts daran versteht
sich von selbst. Um von dieser kleinen
Unterscheidung zwischen den Zahlen
ausgehend in eine andere Domine als den
linearen Bereich des Hinzufiigens von
eins geistig vorzudringen, muf3 der Ge-
fangene sich von den Beschrinkungen
formalen Denkens befreien. Diese
Domine ist ndmlich nicht durch Linea-
ritdt, sondern durch Kriimmung gekenn-
zeichnet. Und diese Kriimmung ist in den
Prinzipien von gerade und ungerade blof3
reflektiert. Die Natur dieser Kriimmung
mufl nun weiter erforscht werden, und
der Gefangene iiberlegt bereits, welche
Untersuchungen er dabei anstellen will.

Der Gefangene und das Vieleck

Er ist entschlossen, nicht auf moderne
Lehrbiicher zuriickzugreifen, sondern
lieber auf eine abgewetzte Ausgabe der
Euklidschen Elemente, die immerhin die
Uberreste einiger Entdeckungen aus dem
klassischen Griechenland enthilt. Die
tiefere Bedeutung dieser Entdeckungen
wird in den Elementen zwar nicht aus-
driicklich angesprochen, 146t sich aber im
Geiste rekonstruieren. Er schlédgt die Ab-
handlungen 21-34 in Buch 9 auf, um sich
die dort erwihnten Entdeckungen iiber
gerade und ungerade Zahlen zu verge-
genwirtigen und sie, wie in einem Dia-
log, dem hoheren Standpunkt von Niko-
laus von Kues’ Mutmaflungen gegen-
iberzustellen.

Aus der Sicht des Cusaners ldf3t sich
das bei Euklid erwihnte Prinzip folgen-
dermalien ausdriicken: Wenn zwei gerade
Zahlen addiert werden, siegt die Anders-
heit nach wie vor iiber die Einheit, und es
ergibt sich wieder eine gerade Zahl. Wenn
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zwel ungerade Zahlen addiert werden,
kombiniert sich die Einheit von beiden,
wodurch die Andersheit iiber die Einheit
siegt und gleichfalls eine gerade Zahl ent-
steht. Wenn eine gerade und eine ungera-
de Zahl addiert werden, bleibt die Einheit
der ungeraden Zahl erhalten, und es ent-
steht wieder eine ungerade Zahl. Zusam-
mengefallt, wenn dhnliche Zahlen addiert
werden, siegt die Andersheit iiber die Ein-
heit, und eine gerade Zahl entsteht. Wenn
undhnliche Zahlen addiert werden, siegt
die Einheit iiber die Andersheit, und eine
ungerade Zahl entsteht.

Wenn eine gerade Zahl eine gerade An-
zahl von Malen addiert wird (d.h. mit ei-
ner geraden Zahl multipliziert wird),
wird sich die Andersheit nach wie vor
durchsetzen und stets eine gerade Zahl
ergeben. Wenn eine ungerade Zahl eine
gerade Anzahl von Malen addiert wird
(d.h. mit einer geraden Zahl multipliziert
wird), siegt die Andersheit und es ergibt
sich eine gerade Zahl. Wenn eine ungera-
de Zahl eine ungerade Anzahl von Malen
addiert wird (d.h. mit einer ungeraden
Zahl multipliziert wird), siegt die Einheit
iiber die Andersheit, und es ergibt sich ei-
ne ungerade Zahl.

Anders als bei der Addition erzeugen
unihnliche Zahlen bei der Multiplikation
gerade Zahlen, und @hnliche Zahlen be-
halten ihren Typ bei. (Es lohnt sich, das
selbst nachzupriifen; es trifft immer zu.
Der Leser sollte auch das entsprechende
Prinzip fiir die Subtraktion und Division
sowie fiir die sekundédren Ordnungstypen
von gerade-gerade, gerade-ungerade, un-
gerade-gerade, ungerade-ungerade in be-
zug auf Addition, Multiplikation, Sub-
traktion und Division herausfinden.) Mit
diesem Wissen tiber die Konstruktion li-
nearer Zahlen dehnt der Gefangene seine
Experimente in einen neuen Bereich aus
und untersucht nun die Konstruktion po-
lygonaler oder Vieleckzahlen. Er beginnt
mit dem Vieleck mit der geringsten Sei-
tenzahl, dem Dreieck (Abbildung 3).

Anders als lineare Zahlen werden
Dreieckszahlen nicht durch Addition von
eins, sondern durch das Hinzufiigen der
linearen Zahlen selbst erzeugt. Jedes
nachfolgende Dreieck enthilt alle vori-
gen Dreiecke plus die néchste lineare
Zahl. Der hinzugefiigte Teil nennt sich
Gnomon (in der Abbildung durch verbin-
dende Linien gekennzeichnet). In der
griechischen Geometrie nennt man so ei-
ne Form, deren Hinzufiigung zu einer Fi-
gur eine der urspriinglichen @hnliche Fi-
gur ergibt. Das Wort Gnomon leitet sich
aus dem griechischen Wort ,,wissen* ab.
(Der dreieckige Stab einer Sonnenuhr,
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der den Schatten fiir die Zeitablesung
wirft, heiit auch Gnomon.)

Ubrigens sollte der Leser sich nicht mit
den hier wiedergegebenen Beispielskiz-
zen zufrieden geben. Eigene Skizzen sind
das beste Mittel, den eigenen Denkpro-
zel} anzuregen. Man beginnt an einer
Ecke und fiigt dann Schicht fiir Schicht
weitere Gnomons an.

Dreieckszahlen konstruiert man, in-
dem man alle vorhergehenden linearen
Zahlen zusammenzihlt: 1, 142, 1+2+3,
1+2+3+4, ..., was zur Reihe der Drei-
eckszahlen 1, 3, 6, 10, ... fiihrt. Die Dif-
ferenzen (Abstinde) zwischen den Drei-
eckszahlen bilden die Reihe 2, 3, 4, 5, ...
Die Differenz zwischen den Differenzen
ist stets 1. Die Einheit findet sich also
hier nicht in der Konstruktion der Zahlen,
sondern in der Differenz der Differenzen.

Durch diese Entdeckung neugierig ge-
macht, wendet er sein Experiment auch
auf das néchste Vieleck, das Quadrat an.
Quadratzahlen werden entsprechend ge-
bildet (Abbildung 4).

Wiederum enthilt jedes Quadrat alle
vorigen Quadrate plus ein zusitzliches
Gnomon. Die Quadratzahlen wachsen,
indem man der vorigen Quadratzahl jede
zweite lineare Zahl hinzufiigt: 1, 1+3,
14345, 1434547, ..., was zu der Reihe
der Quadratzahlen 1, 4, 9, 16, 25, 36, ...
fiihrt. Die Differenzen (Abstinde) zwi-
schen den aufeinander folgenden Qua-
dratzahlen bilden die Reihe der ungera-
den Zahlen 1, 3, 5, 7, 9, ..., und die Dif-

ferenz zwischen zwei ungeraden Zahlen
ist stets 2 bzw. durch 2 teilbar.

Der Gefangene kann nun beweisen,
warum die Differenz zwischen den Qua-
dratzahlen immer ungerade ist, indem er
sich die Natur jedes Gnomons vom
Standpunkt seiner friiheren Entdeckung
iiber die Natur der geraden und ungera-
den Zahlen betrachtet. (In der eigenen
Skizze unterscheide man jedes folgende
Gnomon und betrachte, wie jedes Qua-
drat in sich eingeschachtelt alle friiheren
Quadrate enthilt.)

Nun iiberlegt der Gefangene: ,,In wel-
chen Begriff, in welches Eins, kann ich
das Erzeugungsprinzip der Quadratzah-
len zusammenfassen?* Die Quadratzah-
len sind einander offenbar nicht gleich,
weswegen Gleichheit nicht der richtige
Begriff wire. Auch Kongruenz ist nicht
sofort einsichtig, da sich kein Modulus
findet, in bezug auf den alle Quadratzah-
len kongruent wiren. Aber die Differen-
zen (Abstidnde) zwischen den Quadratz-
ahlen, die ungeraden Zahlen nimlich,
sind alle kongruent mit der Einheit be-
ziiglich Modulus 2. Hier findet sich die
Einheit also nicht bei der Bildung der
Quadratzahlen, auch nicht bei den Diffe-
renzen zwischen den Quadratzahlen, und
nicht einmal bei der Differenz der Diffe-
renzen. Die Einheit ergibt sich als das,
wozu sdmtliche Differenzen zwischen
den Quadratzahlen kongruent sind bezo-
gen auf den Modulus der Differenz der
Differenzen (hier Modulus 2).
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Erfreut tiber seine wachsende Erkennt-
nisfihigkeit, eine Kongruenz nicht auf
der Oberfliche, sondern im zugrundelie-
genden Erzeugungsprinzip entdeckt zu
haben, geht unser Gefangener noch einen
Schritt weiter. Indem er seine Experi-
mente auf Vielecke zunehmender Seiten-
zahl ausdehnt, mochte er neue Anomali-
en entstehen lassen, um so noch weitere
Ordnungsprinzipien zu entdecken.

Damit wiren wir bei den Fiinfeckzah-
len, die er folgendermallen konstruiert
(Abbildung 5).

Wiederum enthilt jede Fiinfeckzahl in
sich alle vorigen Fiinfeckzahlen. Sie neh-
men dadurch zu, dal man zu jeder Fiinf-
eckzahl jede dritte lineare Zahl hinzu-
addiert: 1, 1+4,1+4+7,1+4 +7+10,
1+4+7+10+13, ..., was die Reihe der
Fiinfeckzahlen 1, 5, 12, 22, 35, ... ergibt.
Die Differenzen (Abstinde) zwischen
den Fiinfeckzahlen bilden die Reihe 4, 7,
10, 13, ... Die Differenz der Differenzen
ist stets 3 bzw. durch 3 teilbar.

Wie die Quadratzahlen und die Drei-
eckszahlen sind auch die Fiinfeckzahlen
nicht gleich und es gibt keinen Modulus,
in bezug auf den alle Fiinfeckzahlen kon-
gruent sind. Aber wenn sich der Gefan-
gene das Erzeugungsprinzip der Fiinf-
eckzahlen betrachtet, findet sich ein Mo-
dulus, unter dem sich das Ordnungsprin-
zip als Eins fassen 146t. Die Differenzen
zwischen den Fiinfeckzahlen sind alle
mit der Einheit bezogen auf Modulus 3
kongruent. Die Einheit ergibt sich als
das, wozu sidmtliche Differenzen zwi-
schen den Fiinfeckzahlen kongruent sind
bezogen auf den Modulus der Differenz
der Differenzen (hier Modulus 3).

Dieser ProzeB 1dBt sich auf Vielecke
mit immer groferer Seitenzahl ausdeh-
nen, so dal man Sechseckzahlen, Sie-
beneckzahlen, Achteckzahlen usw. bil-
den kann. Unser Gefangener nimmt sich
die Zeit, sorgfiltig jede Vieleckreihe auf-
zuzeichnen, um das Erzeugungsprinzip
jeder Vieleckreihe geistig auf den Begriff
zu bringen, in Eins zusammenzufassen.
(Der Leser wire gut beraten, es ihm nach-
zutun.)

Daraufhin stellt sich dem Gefangenen
eine grundsitzlichere Frage: ,,Unter wel-
chem Erzeugungsprinzip kann man die
Erzeugungsprinzipien sdmtlicher Viel-
eckzahlen in Eins bringen?*

Mit jedem neuen Vieleck wird eine
neue Zahlenreihe konstruiert. Anders als
die linearen Zahlen, die jeweils durch
Hinzufiigung von 1 wachsen, nehmen die
Vieleckzahlen um jeweils immer grof3ere
Betridge zu. Jede Vieleckreihe hat ihre
Einheit nicht in bezug auf jede Zahl der
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Reihe, sondern auf die Differenzen zwi-
schen den Zahlen, die alle kongruent sind
mit der Einheit bezogen auf den Modu-
lus, der sich aus der Differenz der Diffe-
renzen ergibt. (Der Leser wird feststellen,
dafl der Modulus immer der Zahl der
Vieleckseiten minus 2 entspricht.)

Unser Gefangener hat damit das Er-
zeugungsprinzip eines Erzeugungsprin-
zips entdeckt.

(Diese Entdeckungen, die teilweise
schon im klassischen Griechenland be-
kannt waren, wurden spiter von Pascal
und Fermat untersucht und bildeten die
Grundlage fiir Leibniz’ Entdeckung des
Differentialkalkulus und wurden von
GauB} bei der Entwicklung der komple-
xen Zahlen erneut aufgegriffen.)

Jetzt schaut unser Gefangener noch
einmal auf seine Arbeit zuriick und holt
tief Atem. Er fiihlt sich, als hitte er einen
hohen Berg bestiegen, wobei Richtung
und Steilheit des Weges sich bestidndig
verdnderten. Der Weg begann mit dem
einfachen Schritt des Hinzufiigens von 1,
um die linearen Zahlen zu konstruieren.
Der Weg wurde kurvenreicher und der
Steigungswinkel wuchs, als das Zahlen-
konzept in den Bereich der Vielecke vor-
stief. Auf dem Gipfel kann er sich nun
die Anderung von Kriimmung und Stei-
gungswinkel als Eins denken, entspre-
chend einem Prinzip, das mit dem Aus-
gangsprinzip kongruent ist, jetzt aber in
ganz neuem Licht erscheint. Das Hinzu-
fligen von 1, die Addition der Einheit,
liegt nicht mehr in der Erzeugung der
Zahlen selbst, sondern in der Erzeugung
der Moduli, unter denen die Differenzen
zwischen den Reihen der Vieleckzahlen
selbst mit der Einheit kongruent gemacht
werden.

Indem er diesen ganzen Proze3 vom
Gipfel her mit seinem geistigen Auge
iiberblickt, fragt sich unser Gefangener:
»Was fiir eine Kriimmung driickt sich
hierin aus?*

Der Gefangene und
der Professor

Seine Gedanken werden plotzlich durch
herannahende Schritte unterbrochen. Als
er aufsieht, steht ein gutgekleideter Jung-
akademiker mit etwas schwammigem Ge-
sicht vor ihm, der sich offenbar sehr wich-
tig vorkommt. Der Mann hilt ein grof3es,
schweres Lehrbuch in der Hand. Unser
Gefangener schaut den Fremden fragend
an, der ihm die Hand hinhélt und sagt:
,,Hallo, ich bin Dr. Hosenbein. Schon Sie
zu treffen. Ich bin Gastprofessor fiir theo-
retischen und angewandten Unsinn. Ich

habe gehort, Sie brauchen etwas Nachbhil-
fe?

Der Gefangene starrt ihn einen Mo-
ment ungldubig an, und es ist ihm zumu-
te, als entwichen alle gerade gefaliten Ge-
danken aus seinem Kopf. Das Mittages-
sen grummelt in seinem Magen. Doch
dann beschlieft er, sich zur Wehr zu set-
zen.

,Ich habe gehort, dal Sie mit Zahlen
herumgespielt haben®, befragte Dr. Ho-
senbein unseren Gefangenen. ,,Vielleicht
kann ich Ihnen helfen, in dieser Sache
weiterzukommen.*

,»Nun ja“, erwidert unser Gefangener
langsam, um etwas Zeit zu gewinnen und
seine Gedanken zu sammeln. ,,Ich habe
nur so einige Experimente gemacht.”
~Experimente!? entriistet sich Hosen-
bein, ,,und das mit Zahlen? Niemand ex-
perimentiert mit Zahlen. Es gibt genau
vorgegebene Regeln fiir den richtigen
Umgang mit Zahlen. Und diese Regeln
wurden von Professor zu Professor, von
Generation zu Generation weitergege-
ben. Komplizierte, verwickelte Regeln.
Man braucht Jahre, bis man sie im Kopf
hat. Sie konnen diese Regeln entweder
lernen, oder wir geben Ihnen einen Ta-
schenrechner mit entsprechenden Sym-
bolen darauf. Niemand kann etwas ler-
nen, indem er mit Zahlen experimentiert.
Da gibt es nichts zu experimentieren.
AuBerdem kann man im Geist keine Ex-
perimente durchfiihren.*

»Nicht im Geist, sondern iiber den
Geist”, korrigiert ihn der Gefangene.
,»Meine Experimente sollen mir ent-
decken helfen, wie mein eigener Geist
denkt.*

,.Was auch immer*, murmelt der Pro-
fessor nach einer kurzen Pause.

,Kennen Sie denn all diese Regeln?*
Der Gefangene versucht noch immer sei-
ne Gedanken zu sammeln.

.50 gut wie alle. Und sobald eine neue
erfunden wird, lerne ich sie auch noch.*

»War das die Voraussetzung, um Ihren
Doktortitel zu bekommen?* fragt der Ge-
fangene.

,Ja. Ich mufite memorieren, repetieren,
manipulieren, eulogisieren, generalisie-
ren, syllogisieren, tautologisieren, bruta-
lisieren, formalisieren, legalisieren, sym-
bolisieren, transpirieren, fraternisieren,
tyrannisieren, plagiarisieren und vulgari-
sieren — nur hypothetisieren brauchte ich,
bisher jedenfalls, nicht. Wenn Sie etwas
lernen wollen, konnen wir sofort mit dem
Unterricht beginnen.*

Hosenbeins Gesicht ist im Laufe seiner
Rede immer réter geworden, und kleine
Schweillperlen bilden sich auf Stirn und
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Kinn. Den Gefangenen beschleicht das
Gefiihl, dal sein ganzer Tag verdorben
sein wird, wenn ihm nicht schnellstens
etwas einfillt. Denn Weglaufen kann er ja
nicht. Da fillt ihm eine Entdeckung ein,
die er bis jetzt nur halbfertig im Kopf hat-
te. Er entschlieft sich, den Professor auf
die Probe zu stellen.

,Ich mochte Thnen zuerst zeigen, was
ich durch meine Experimente entdeckt
habe*, beginnt er.

,,Gut, aber das darf nicht zu lange dau-
ern, denn wir haben eine Menge Arbeit
vor uns, wenn Sie lernen wollen, was ich
alles gelernt habe.*

Der Gefangene schildert schnell seine
Experimente und Entdeckungen mit den
geraden, ungeraden und Vieleckzahlen.

,,Das ist doch nichts besonderes®, ent-
gegnet Hosenbein, ,fiir all das haben wir
Regeln. Wiren ihnen diese bekannt ge-
wesen, hitten Sie sich die ganze Herum-
fummelei mit Linien und Punkten und
diese ldcherlichen Zeichnungen sparen
konnen. Gehen wir endlich an die Ar-
beit!*

,Bevor wir das tun, lieber Professor,
mochte ich Thnen einige Fragen stellen,
damit Sie die Ergebnisse meiner Experi-
mente besser verstehen. Sind Sie damit
einverstanden?*

,»Wenn es nicht zu lange dauert®, ant-
wortet Hosenbein, wobei er sein Gewicht
von einem Bein auf das andere verlagert
und eines seiner Knie in rasche Vibration
gerit.

,»Dann los“, beginnt der Gefangene.
,Da ich bereits einiges liber lineare und
polygonale Zahlen entdeckt habe, moch-
te ich nun fragen, was geschieht, wenn
man Fldchen addiert.*

,,Flichen?

,.Ja, Flichen. Wenn ich eine Fliche mit
der GroBe 1 habe und eine weitere Fliche
ebenfalls mit der GroBe 1 hinzuaddieren
mochte, was kommt dabei heraus?*

LDasistdoch klar: 1 +1=2.

,,Und was kommt heraus, wenn ich ei-
ne Fliache mit der GroBe 2 und eine wei-
tere Fldche mit der Grofe 2 addiere?*

,»Das geht genauso: 2 + 2 = 4.

,und wenn ich eine Fldche mit der
Grofie 4 verdoppele?*

.Wieder das gleiche: 4 + 4 = 8. Natiir-
lich konnte man ebensogut 2 - 4 = 8 sa-
gen,oder2+2+2+2=8,oder2-2-2
=8, oder 23 = 8.«

,,Gut. Wir sollten diese Fldachen viel-
leicht einmal aufzeichnen, um zu sehen,
was dann geschieht.

~Warum vergeuden Sie Thre Zeit mit
diesen Zeichnungen?* brummte der Pro-
fessor drgerlich. ,,Ich habe Ihnen doch
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gerade gezeigt, wie man das Ergebnis
durch Addieren, Multiplizieren oder Po-
tenzieren erhdlt. Warum, zum Teufel, ge-
ben Sie sich mit diesen langwierigen
Zeichnungen ab?*

»Versuchen wir es doch einmal. Es
dauert gar nicht lange. Hier!* Der Gefan-
gene reicht dem Professor freundlich Pa-
pier und Bleistift.

,,Was, ich? Zeichnen?*

,Ja bitte, versuchen Sie es doch ein-
mal.*

»Wenn es sein mufl*, sagt Hosenbein
miirrisch und ergreift widerwillig den
Stift.

Zeichnen Sie nun ein Quadrat, dessen
Fldche 1 sein soll“, weist der Gefangene
den Professor an. Hosenbein gehorcht und
malt ein kleines Quadrat in die Mitte des
Blatts. (Wie gewohnlich sollte der Leser
das gleiche tun, siehe Abbildung 6.)

,Nun zeichnen Sie ein weiteres Qua-
drat der gleichen Grof3e an das erste Qua-
drat, lautet die nidchste Anweisung.
,.Was ist dadurch entstanden?”, fragt der
Gefangene.

,Ein Rechteck im Seitenverhiltnis
1:2%, erwidert der Professor.

,uUnd wie grof ist die Fldche des
Rechtecks?*

WLwei.

Sehen Sie, wir haben zwei Quadrate
addiert und ein Rechteck erhalten®, sagt
der Gefangene stolz.

»Wo liegt der Unterschied?, meint
Hosenbein wegwerfend. ,,Ich bin zu der
gleichen Antwort auch mit meiner Regel
1 + 1 = 2 gekommen. Und zwar viel
schneller.*

»Machen wir weiter®, sagt der Gefan-
gene, ohne auf den Unmut des Professors
zu achten. ,,Bitte zeichnen Sie ein weite-
res Rechteck von 1 - 2 an das bereits vor-
handene dran. Was ergibt sich nun?*

,,Ein Quadrat von 2 - 2.

,Und wie grof ist die Fliache dieses
Quadrats?*

., Vier”, antwortet der Professor. ,,Aber
dieses Ergebnis habe ich doch schon aus-
gerechnet: 2+ 2 =4, oderauch2 -2 =4.“

,.Bitte. Konnen wir fortfahren?*“ Der
Gefangene redet dem Professor zu, wei-
ter zu zeichnen. Hosenbein zeichnet ein
weiteres Quadrat von 2 - 2 an das vorige
dran, wodurch ein 2 - 4-Rechteck mit der
Fldche 8 entsteht. Und indem ein weite-
res 2 - 4-Rechteck an das vorige gesetzt
wird, entsteht ein Quadrat mit der Fliche
16.

»Sehen Sie®, sagt der Gefangene be-
geistert, ,,zuerst hatten Sie ein Quadrat,
dem Sie ein gleiches Quadrat hinzufiig-
ten, wodurch ein Rechteck mit der dop-

pelten Flidche des Quadrats entstand.
Dann fiigten Sie ein gleiches Rechteck
hinzu, und es ergab sich wieder ein Qua-
drat mit der doppelten Fliche des Recht-
ecks. Im weiteren Verlauf ergab sich wie-
der ein Rechteck, dann wieder ein Qua-
drat. Die erste Hinzufiigung ergibt ein
Rechteck, die zweite ein Quadrat, die
dritte Hinzufiigung wieder ein Rechteck,
die vierte ein Quadrat usw.*

»Aber ich komme auf meine Weise
zum gleichen Ergebnis:

1-2=2-2=4.2=8-2=16...,, oder
auch so: 20=1, 2!=2, 22=4, 23=8,
24=16...“, beharrt der Professor.

Der Gefangene strahlt von einem Ohr
zum anderen: ,,Aber mit Ihrer Methode
haben Sie nicht die Reihe abwechselnder
Quadrate und Rechtecke entdeckt. Wir
haben nun herausgefunden, daf} die un-
geradzahligen Additionen von Flichen
Rechtecke ergeben und die geradzahligen
Additionen Quadrate.*

Hosenbein schnaubt, zuckt mit den
Achseln und sagt: ,,Wollen Sie nun end-
lich die Regeln lernen?*

,Darf ich Thnen noch eine Reihe von
Fragen stellen?, sagt der Gefangene
schnell.

,»Noch eine und nicht mehr®, willigt
der Professor zogernd ein, denn irgend-
wie ist doch seine Neugier erwacht.

,,Versuchen wir also folgendes: Zeich-
nen Sie ein Quadrat mit der Fliche 1 wie
vorhin. Daneben zeichnen Sie ein Qua-
drat, dessen Flidche genauso grof} ist wie
das 1 - 2-Rechteck, d.h. 2. Und daneben
ein Quadrat, dessen Fldche genauso grof3
ist wie das 2 - 4-Rechteck. Verfahren Sie
weiter so mit allen Fldchen, die Sie in der
ersten Reihe von Zeichnungen erzeugt
haben.” Der Professor zeichnet die Qua-
drate fein sduberlich nebeneinander, an-
gefangen mit der Fliche 1, dann 2, 4, 8,
16 usw. (Abbildung 7).

.Herr Professor, wie lang ist die Seite
des ersten Quadrats, dessen Fliche 1
ist?*, will der Gefangene nun wissen.

,,1 natiirlich®, antwortet Hosenbein.

,,Und wie lang ist die Seite des zweiten
Quadrats, dessen Fldache 2 ist?*

»Wurzel aus 2%, entgegnet der Profes-
sor sachlich.

,,Und was ist Wurzel aus 27

,.Das ist die Linge der Seite des Qua-
drats, dessen Flidche 2 ist, und wird mit
diesem Symbol bezeichnet”, sagt der
Professor, ohne mit der Wimper zu
zucken, und zeichnet mit dem Finger ein
Waurzelzeichen in die Luft.

-Aber”, entgegnet der Gefangene, ,,ich
weifl doch bereits, dal die Fliche des
Quadrats 2 ist. Sie wiederholen sich blof3,
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wenn Sie sagen, die Seitenldnge sei ,die
Lédnge der Seite des Quadrats, dessen
Fldche 2 ist’.

,»Genau, die Wurzel aus 2%, wiederholt
der Professor mit noch grolerem Nach-
druck.

»Aber das sagt gar nichts aus. Was be-
deutet die Wurzel aus 27, fragt der Ge-
fangene erneut. ,,Doch machen wir wei-
ter. Wie lang ist die Seite des néchsten
Quadrats, jenes mit der Fliache 47

Zwei“, antwortet der Professor.

»Sehr gut. Und wie lang ist die Seite
des nidchsten Quadrats mit der Fliche
87, fragt der Gefangene.

»Wurzel aus 8. Dieses Mal mischt
sich in den Stolz des Professors, die Fra-
ge beantworten zu kdnnen, ein wenig Un-
behagen, denn er ahnt bereits die Reakti-
on des Gefangenen.

,.Da haben wir es wieder. Sie haben nur
die Frage als Antwort wiederholt. Ich
fragte: ,Wie lang ist die Seite des Qua-
drats mit der Fldche 87, und Sie antwor-
ten: ,Die Linge der Seite des Quadrats,
dessen Fliche 8 ist’. Das ist keine Ant-
wort. Auf diese Weise haben wir nichts
entdeckt.”

Hosenbein kann es einfach nicht glau-
ben, dal der Gefangene seine Antwort
zuriickweist und kommt sichtlich unter
Druck. Der Gefangene bemerkt dies
wohl, doch da er hofft, daf} dieses Verhor
eine befreiende Wirkung auf den Geist
des Professors haben wird, wiederholt er
moglichst zartfiihlend seine Frage: ,,Wie
lang ist die Seite des Quadrat mit der
Fldche 2 oder 8? Oder, mit anderen Wor-

ten, was ist die Quadratwurzel aus 2 oder
87 *

* Was hitten Sie denn auf diese Frage geant-
wortet? (Und antworten Sie bitte nicht ,,Wur-
zel aus 2 ist 1,414...°)
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,,Hier, halten Sie das ‘mal!* Der Pro-
fessor gibt dem Gefangenen das Schreib-
zeug zuriick und wiihlt hektisch in sei-
nem Lehrbuch. ,Ich wei3, es steht ir-
gendwo hier drin®, sagt er, in der einen
Hand das schwere Buch balancierend,
mit der anderen kopflos blitternd. Der
Gefangene sagt gar nichts, lichelt nur et-
was schief.

,»Einen Augenblick, ich finde es
schon®, bittet Hosenbein. ,,Verdammt
nochmal! Das falsche Buch! Eine Minu-
te Geduld, gehen Sie nicht weg, ich bin
sofort wieder da. Ich mufl mein anderes
Buch holen.” Die letzten Worte ruft der
Professor, wihrend er bereits durch die
Halle davoneilt. Ein Hemdzipfel hingt
ihm aus der Hose, und auBerdem meint
der Gefangene, ein Gerdusch rasselnder
Ketten zu vernehmen, das immer leiser
wird, je weiter der Professor sich ent-
fernt.

Von der Unterhaltung mit Hosenbein
fiirs erste entbunden, wendet der Gefan-
gene sich erneut den gerade entstandenen
Zeichnungen zu. Er verbringt einige Zeit
damit, dhnliche Zeichnungen anzuferti-
gen, bei denen er die Fliache jedesmal
verdreifacht, dann vervierfacht und ver-
fiinffacht. Jedesmal erhilt er eine Reihe
mit abwechselnd Quadraten und Recht-
ecken, wobei die erste Addition ein
Rechteck ergibt, die zweite ein Quadrat,
die dritte ein Rechteck usw. Die Fliche
nimmt zwar verschieden schnell zu, aber
der Typ der Veridnderung ist in jedem Fall
der gleiche; die ungeradzahligen Additio-
nen (bzw. Potenzen) ergeben Rechtecke,
die geradzahligen Additionen (bzw. Po-
tenzen) ergeben Quadrate. Er hat die Be-
deutung von gerade und ungerade in ei-
nem neuen Bereich entdeckt.

Als er lineare Zahlen zusammenzihlte
und so Vieleckzahlen erzeugte, hatte je-
der Typ der verschiedenen Vieleckzahlen

eine unterschiedliche Wachstumsrate, die
aber innerhalb jeder Folge gleich blieb.
Bei den linearen Zahlen entdeckte er
Kongruenzen zwischen gerade und unge-
rade, zwischen gerade-gerade, gerade-
ungerade, ungerade-gerade und ungera-
de-ungerade. Bei den Vieleckzahlen ent-
deckte er Kongruenzen in bezug auf die
Verdnderung von Zahl zu Zahl. Aber
Fldachen (geometrische Zahlen) driicken
einen ginzlich anderen Typ der Veridnde-
rung aus, wenn die Zahlen zunehmen.

Diese zweidimensionalen geometri-
schen Zahlen reflektieren einen neuen
Bereich. Auch hier gibt es Kongruenz in
bezug auf gerade und ungerade, aber auf
ganz andere Weise. Hier bedeutet Gerad-
zahligkeit Quadrate und Ungeradzahlig-
keit Rechtecke. Bei der aufgezeichneten
Reihe von Quadraten sind die Seiten der
Quadrate mit geradzahliger Fliche kom-
mensurabel mit der Fliche, wihrend die
Seiten der Quadrate mit ungeradzahliger
Flache inkommensurabel mit der Fldche
sind. Der Begrift der Zahl ist nicht von
ihrem Inhalt zu trennen, der den Bereich
reflektiert, in dem die Zahl sich befindet.
Sogar etwas scheinbar so Einfaches wie
gerade und ungerade hat also in ver-
schiedenen Bereichen ganz unterschied-
liche Bedeutung.

Der arme Professor hitte nie geahnt,
daf} er (im Unterschied zu den aufmerk-
samen Lesern dieser Serie) mit seiner
Methode bei jedem zweiten Quadrat des-
sen Seitenldnge geometrisch gar nicht er-
kldren konnte, obwohl er die Quadrate
selbst hingezeichnet hatte. ,,Vielleicht
besteht noch eine gewisse Hoffnung fiir
ihn*, sagt sich der Gefangene, ,,wenn er
nur versuchte, zu entdecken, anstatt blof3

zu lernen®.
Bruce Director
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