Padagogische Ubungen

1. TEIL

Bernhard Riemanns ,Dirichlet-Prinzip*

n seiner revolutionaremheorie der
Abelschen Funktionemon 1857 hat
und kihneAnwendung eines Prinzip
physikalischerAktion, das er das ,Di-

richlet-Prinzip“ nannte, die tiefere episte-
mologische Bedeutung des komplexer

Bereichs ans Licht gebracht. Rieman

Ansatz, zusammen mit den in seiner D|s-
sertation von 1854 ausgedriickten Ideen

entfachten nicht nur eine Revolution i

wissenschaftlichen Denken, sondern Iei-

teten auch eine Gegenreaktion ein,

genauso heftig war wie die von der ven
zianisch-britisch kontrollierten empiristit

schen Schule von Galileo, Newton, Eul
und Lagrange zum gleichen Zweck la

cierten Verleumdungen gegen Nikolay

von Kues, KeplerFermat und Leibniz —
eine Gegenreaktion, die bis auf den he
tigen Tag anhalt unduswirkungen hat,
die weit Uber den in RiemanAsbeit von

1857 gesteckten Rahmen hinausreich
Im Gegensatz zu den dicken Bande,

seit Riemanns Zeit bis heute Uber dies
Thema geschrieben wurden, zeigt ei
aufrichtige geschichtliche Nachprifun
dall Riemann genauso wie Gaul3 in g
nem gegen Euletagrange und d”Alem-
bert gerichteten Beweis désindamen-
talsatzes deAlgebravon 1799 recht hat-
te und seine Kritiker Ubelwollende Be
truger waren.

Es ist nicht vollig sicherob Riemann,
als er seine Methode eirenwendung
des ,Dirichlet-Prinzips" nannte, solch e
ne Reaktion schon voraussah, oder oh
lediglich das aussprach, was fiir jeden
erweiterten Kreis voAbraham Kastners
Studenten dénsichtlich war Dennoch
ist es erfreulich fur uns, daf} er sich f
diesen Namen entschied, weil sich d
durch nicht nur die wissenschaftliche
Urspriinge von Riemanns Denken, sd
dern auch der historisch-politische Pr
zel3, aus welchem es entstand, rekons
ieren lassen.

Auftritt Lejeune Dirichlet

Johann Peter Gustav Lejeune Dirich
war eine Schlusselfigur in défissen-
schaft amAnfang des 19. Jahrhundert
1805 in eine Familie belgischer Herkun
unweit von Aachen hineingeboren, ef
hielt er seine erstAushildung in Kéln
u.a. bei Geg Simon Ohm, dem Ent

Bernhard Riemann durch eine neue

<

s schenWiderstandAls 17jahriger fuhr er
mit einer Kopie von Gaul®isquisitiones
uArithmeticaeuntermArm nach Paris, um
am College de France und défissen-
schaftsfakultat mathematiscMerlesun-
ergen zu héren. Nach einem Jahr wurde |
Jigichlet bei General Maximilien Sebastie
eBoy als Hauslehrer angestellt, einem
neublikanischen Mitglied deAbgeordne-
y, tenkammer der ihn mitAlexander von
eiHumboldt bekannt machte. Nach Fo
Tod 1825 liberredete von Humboldt D
richlet, nach Deutschland zurlickzuke
ren, wurde auf Humboldts Empfehlun
- 1827 Dozent in Breslau (obwohl er sig
weigerte, Latein zu sprechen) und beka
schlieB3lich eine Professur an der Berlin
Universitat. Dort lernte Dirichlet nich
- nur seine zukulnftige Frau, Moses Me

nSchwester des Komponisten Felix Me
delssohn — siehigeil 2) kennen, sonder

lrmenarbeit mit Karl Jacobi und Jakag
a-Steiner mit denen er sogar aéinraten
nAlexander von Humboldts eine gemei
nsame Reise nach Italien unternahm.
0- 1847 kam dann Bernhard Riema
trunach Berlin, um bei Dirichlet, Jacobi un
Steiner zu studieren, nachdem er die
rigen zwei Studienjahre bei Gaul3 in G4
tingen verbracht hatte. 1849 kehrte
nach Géttingen zurtick, um dort sein St
etdium abzuschlielRen. 1851 erschien se
unter Gauly’ Anleitung geschriebene
s. DoktorarbeitGrundlagen fur eine all-
ftgemeine Theorie der Functionen ein
- verénderlichen complexen Grossen
welcher er zum ersten Mal sein Prinz
anwendet, ohne allerdings Dirichlet Zz

Dirichlet zu dessen Nachfolger berufen,
wodurch der Kontakt mit Riemann wie-
derhegestellt wurde, der erst sieben Mo-
nate zuvor mit seiner Habilitationsschrift
Uber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zu Grunde liegeseine akademi-
sche Lehrerlaubnis erhalten hatte. 1857
verofientlichte Riemann seindheorie
der AbelschenFunktionen worin er zum
ersten Mal das Prinzip, auf welchem sei-
ne neuenTheorien grindeten, als “Di-
richlet-Prinzip* bezeichnete. Dirichlet
starb bereits zwei Jahre spatend Rie-
mann, nun 33 Jahre alt, wurde zu Dirich-
lets Nachfolger auf den Lehrstuhl von
Gauld berufen. Riemann selbst starb nur
sieben Jahre spater @nberkulose.

Das Potential

Was Riemann das ,Dirichlet-Prinzip“
nannte, erwuchs aus GaulR” Geodasie-
Diund Erdmagnetismus-Forschungen, der
nAnwendung des von ihm entdeckten
ekomplexen Bereichs; erstere entstanden
in Zusammenarbeit mit Heinrich Schu-
macher Anfang 1818, letztere wurden
sdurchAlexander von Humboldt 1832 an-
i-geregt. Beide Projekte hatten einen enor-
h-men praktischen NutzeAus ihnen ent-
g standen detaillierte Karten ihrer entspre-
hchenden physikalischen fekte, die fir
indie  Infrastrukturentwicklung entschei-
edend waren. Im Rahmen von Humboldts
Projekt entstand zum ersten Mal eine in-
n-ternationale Zusammenarbeit vamis-

atelssohns Enkeltochter Rebecca (eimesenschaftlern, die einen generationenlan-

n-gen Einflul auf die Entwicklung der phy-
sischenWirtschaft vom amerikanischen

entwickelte auch eine fruchtbare Zusam-Kontinent bis Eurasien haben sollte.

b Gauld war aber bewuf3t, daRR beide Pro-
jekte tiefere epistemologische Fragen fur
n-die Wissenschaft aufwarfen. In seiner
Allgemeinen Theorie des dinagnetis-
nmus schrieb GaulR 1839, dalR eine voll-
d standige und exakte Zusammenfassung
oder Beobachtungen an sich noch kein an-
t-gemessenes Ziel fir diissenschaft sei,
eda ,man nur den Grundstein hat, nicht
u-das fertige Gebaude, solange man sich
naicht den Erscheinungen des zugrunde-
liegenden Prinzips widmet". Untéfer-
weis auf dieAstronomie als Beispiel
emmeinte Gaul3, es sei nur ein erster Schritt
gewesen, die Beobachtungen der schein-
pbaren Bewegungen der Himmelskdrper
uam Firmament aufzuzeichnen: Erst als

decker des Gesetzes Uber den elek
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trerwahnenAls Gaul3 1855 starb, wurd

e das  zugrundeliegende  Prinzip der
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Schwerkraft entdeckt wurde, lieRen si
die tatsachlichen Planetenbahnen best
men.

Gaul3 erkannte, dal3 bei der Geod§
wie beim Erdmagnetismus der ers

Schritt sein muBte, Anderungen ir-

kungen zu untersuchen, die beide P
nomene auf die MeRRgerate ausibten.
Falle der Geodasie bedeutete diesan-

derungen in der Richtung eines Lots od

der Horizontalebene, wenn diegeran-
derungen auf die Himmelskugel Ubertr
gen wird. Beim Geomagnetismus ist di
komplizierter Hier werdenVeranderun-

gen in deAusrichtung einer Kompal3na
del nach drei Richtungen und der Zeit g

messen. Die Hauptfrage dabei wdfas

sind die charakteristischen Eigenschaft

des Prinzips der Schwerkraft oder d
Geomagnetismus, welche diese
scheinbaren \Wkungenhervorru-
fen? Die spezifisch&ufgabe way
wie sich aus diesen infinitesimal
kleinen gemessenévieranderun-
gen in den scheinbaren fekten
eine allgemeine Charakteristik
bestimmen liele.

Diese zweite Frage bringt uns
direkter mit dem zusammen, was
Riemann das ,Dirichlet-Prinzip*
nannte. Um jedoch den Zugang zt
dem “Dirichlet-Prinzip“ zu ver-
einfachen, ist es von Nutzen, sick
zuerst mit dem einfacheren, abe
vergleichbaren Beispiel der Ket-
tenlinie zu beschéftigen.

Im Mittelpunkt dieser Diskussi-
on steht die verheerende Kritik
von Leibniz und Bernoulli an Ga-
lileos und Newtons Darstellung
der Kettenlinie. Galileo hatte be-
hauptet, dal3 alles, was man Ube
die Kettenlinie wissen brauchte
oder konnte, lediglich eine Beschreibu
ihrer sichtbaren Form sei. Leibniz u
Bernoulli bestanden ihrerseits dara
dal? die Form der Kettenlinie lediglic
der sichtbare Eékt eines tieferen physi
kalischen Prinzips sei, und dal3 die w
re Form erst durch die Kenntnis dies
Prinzips festgestellt werden konnt
Leibniz und Bernoulli bestimmten d
Kennzeichen dieses Prinzips, indem
zuerst den sich verandernden physik
schen ERekt dieses Prinzips im Unen
lichkleinen, und dann durch Umkehru
die allgemeine Charakteristik des Pri
zips feststellten. Das gebnis war Leib-
niz’ Entdeckung, dal3 die Gestalt ein
hangenden Kette das Prinzip der geri
sten Wirkung universeller Schwerkraf
widerspiegelt und dal3 dieserf&dt geo-
metrisch als das arithmetische Mitt
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chzwischen zwei umgekehrten Exponenti-Krimmung der Schwerkraft, d.h. sie ist
melfunktionen dagestellt werden kann. keine Funktion paarweiser Beziehungen
Es muf3 deutlich hervgehoben wer-| zwischen den Gliedern selbAnders ge-
siden, dald wir hier von einer tatsachlichsagt, die Position jedes einzelnen Gliedes
tehdngenden Kette und nicht von eingmzu seinen Nachbarn bestimmt sich nicht
rein formalmathematischemusdruck | durch den jeweiligeAbstand nach links
nasprechen. Beim reinen mathematischemder rechts, nach oben oder unten, wie es
IMusdruck haben die ExponentialkurvenAnhanger von Descartes und Newton be-
keine Begrenzung. Bei der hangenderhaupten. Die Position jedes Gliedes ist
eKette gibt es sehr wohl eine Begrenzungrvielmehr eine Funktion der gesetzmafi-
— die Positionen deAufhédngepunkte| genVerénderung der physikalisch@fir-
a-namlich; die spezifische Form der Kettekung als GanzerJede Anderung der
egst somit durch die Positionen dAuf- | Randbedingungen verandert Uberein-
hangepunkte abhangig von Gewicht updstimmend mit dem Prinzip der geringsten
- Lange der Kette bestimmt. Andern sichWirkung der Kettenlinie auch die Positi-
edie Positionen deAufhangepunkte, sa on jedes Kettengliedeisn Ganzen Der
verschiebt sich auch jedes Kettengliedeffekt, den das unsichtbare physikalische
erntsprechend diesekbhangigkeit. Mit | Prinzip im sichtbaren Bereich hat, zeigt
esanderenWorten, wenn sich die Randbe- sich demnach in der gesetzmaRiyen
anderung, die das Prinzip der
geringsten Wkung verlangt.
Hierdurch bestimmen sich die
spezifischen Positionen der
Glieder Oder anders ausge-
driickt, die Position ist eine
Funktion deMeranderung
Gaul3 erkannte, daf3 die Prin-
zipien, die Geodasie und Erd-
magnetismus zugrunde liegen,
durch eine Erweiterung von
Leibnizens Methode verstanden
werden koénnen. Er lehnte Ne-
wtons allgemein anerkannte,
aber nachweisbar falsche Me-
thode ab, welche diese Pha-
nomene als paarweis®echsel-
wirkung fester Koérper zu er-
klaren suchte. Statt dessen for-
derte Gaul3, daR diese Phanome-
ne genau wie bei der Kettenlinie

Abbildung 1

Verschiedene Kettenlinien, wie sie durch Positionsverande- als einheitlicher Prozel3 begrif-

fen werden miften, wonach die
jeweiligen \éranderungenin
gdingungen der Kette andern, so veranderer Position des Lots oder der Kom-
dsich der charakteristisch¥erlauf der | paf3nadel eine Funktion des Prinzips sei-
fKette entsprechendper die allgemeing en, welches das Gesamtphanomen be-
Form dieser Bahn bleibt entgmhend| stimmt. Dieses Ganze nannte Gaul3 ,das
dem Prinzip der geringstenilkung stets| Potential*, das lateinische Aquivalent
heine KettenlinieNiemals wird sie sich i zum griechischen dynami$ oder zu
<ine Parabel odergendeine andere Kurt Leibnizens Kraft® (oder dem lateini-
.ve verwandeln (siehabbildung J. schen yis vivd). Gaul3 entwickelte die
s Dieses Beispiel verdeutlicht einenldee einer ,Potentialfunktion“, um den
iAspekt der Methode, die Leibniz uf- Effekt des Prinzips der geringsténmir-
lispringlich,analysis situs“nannte (Gauf§ kung auf eine Flache oder é/olumen in
- und Carnot sprachen spater von ,Geomeahnlicher jedoch erweitertekVeise an-
gtrie der Lage"), die von grundlegenderwenden zu kénnen, wie Leibniz die
-Bedeutung fur da¥erstéandnis von Rie{ Krimmung der hangenden Kette ver-
manns ,Dirichlet-Prinzip“ ist. Die Positi{ wendet hatte, um denfekt der Gravita-
ron der einzelnen Kettenglieder ist einetion darzustellen. Hierzu dehnte Gaul3
gFunktion der Beziehung zwischen denLeibnizens Idee der Funktion auf den
Randbedingungen (den Positionen dekomplexen Bereich aus.
Aufhéngepunkte in bezug auf die Lange Leibnizens Funktionen — die einen be-
Ider Kette) und der charakteristischenstimmten minimalenVeg kennzeichnen

rungen des Aufhangungspunkt B erzeugt werden.
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Abbildung 3
Eine hamonische Reihe von Kreisen
und Radiallinien.

oder ,harmonische” Funktionen bezeic
net. Eine sphéarische oder harmonisg
Funktion ist eine Reihe orthogonalg
Funktionen, deren Krimmungen sich g
le im selben Maf3e &ndern.

Dies laRt sich anhand einiger geom
trischer Beispiele einfach darstellen. E
ne Reihe konzentrischer Kreise und R
—wurden so in Gaul¥Potentialfunktion* | diallinien bildet eine harmonische Funk
verwandelt, die eine ganze Klasse minition, weil sich die Kreise und Radiuslin
malerWege darstellen: eine Funktion vgnen jeweils orthogonal kreuzen und bei
Funktionen. Oder anders ausgedriickteine konstante Krimmung haben (sie
wenn man sich Leibnizens Kettenlinie alsAbbildung 3. Ein noch anschaulichere
den minimaleriWWeg vorstellt, der durchi Beispiel ist eine Reihe sich orthogon
eine Reihe zweier Funktionen bestimmtkreuzender Ellipsen und Hyperbeln (si
ist, dann bedeutet Gaul3” Potentialfunkti-he Abbildung 4) Um ein Gespur fur de
on einen weiteren Schritt, durch den eipgen harmonische Beziehung zu beko
Funktion zwei (oder mehrerdjunktio- | men, stelle man sich folgendes vor: Je
neneihen in sich vereinigt. Riemann Ellipse steht mit einer konfokalen orthg
zeigte spaterdalR diese Reihen minima- gonalen Hyperbel iWerbindungAusge-
ler Wege implizit minimale Oberflachen hend von dem Punkt, wo beide Kurve
definieren, so wie sich beispielsweise ¢i-die Achse beriihren, stelle man sich i
ne aus Seifenfilm bestehende Katenoidé&eist einen gleichzeitig auf beiden Ku
zwischen zwei kreisformigen Ringep ven stattfindendeAblauf vor (sieheAb-
ausbildet (siehébbildung?2). bildung 5. Man beachte, daR3, je mehr d

Diese Funktionenreihen sind nicht Krimmung der Hyperbel abnimmt, aug
willkdirlich. Sie sind durch eine spezielle die Krimmung der dazugehdrigen Ellif
Beziehung miteinander verknlpft undse abnimmt, und dies gleich schnell.

Abbildung 2
Ein Seifenfilm bildet ein Katenoide
zwischen zwei Ringen.

| }:}f
H;"'hu_-'l__ __ILa-"'
Abbildung 4

Eine hamonische Reihe von Ellipsen
und Hyperbeln.

n-zwei unterschiedliche Kurvenreihen so
heniteinander in Beziehung, dal3 dier-
eranderungsrate ihrer jeweiligen Kriim-
\l-mungen immer gleich bleibt. (Diese Be-
ziehung lief3e sich mit Hilfe des Leibniz-
eschen Calculus genau ausrechnen, aber
i-ein intuitivesVerstandnis ist vorerst aus-
areichend.)
Auf3erdem missen die Reihen harmo-
- nischer Funktionen nicht notwendiger-
daveise aus bekannten Kurven bestehen,
havie z.B. Kreisen, Linien, Ellipsen oder
s Hyperbeln. Selbst auRerst komplizierte
alFunktionenreihen koénnen harmonisch
e-sein (siehé\bbildung 6.
Im Gegensatz dazu ist eine Reihe von
mKreisen und Hyperbeln nicht harmo-
daisch, weil die Krimmung der Kreise
- zwar konstant ist, sich die der Hyperbeln
aber verandert. Folglich sind auch ihre
nKurvenreihen nicht orthogonal zueinan-
mder (sieheAbbildung 7.
r- Gaull erkannte, dafl3 LeibniPrinzip
der geringstenWirkung in bezug auf
ieFlachen und/olumina, die bei Phanome-
hnen wie der Erdanziehung und dem Ma-
- gnetismus auftreten, durch harmonische
Funktionen ausgedruckt werden kénnen.

werden beschreibend als “sphéarische* Harmonische Funktionen setzen al

Abbildung 5

scEine Kurvenreihe harmonischer Funktio-

Die Krummung zusammengehdriger trogonaler Ellipsen und Hyperbeln andésich stets in gleichem MaRe.
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nen driickt diewWege kleinsteiVerande-
rung im Aktionspotential aus, wahren
die andere Reihe orthogonaler Kurve
die Wege grol3tmaoglicher ¥rénderung
im Aktionspotential ausdriucktWenn die
Erde eine perfekte Kugel ware, liel3e si
ihr kleinst- und groRtmaoglichesktions-
potential durch eine Reihe konzentfi
scher Kugelschalen und orthogonal
Flachen darstellen. Im Querschnity&r
be sich dabei eine harmonische Bez

hung von Kreisen und RadiallinieWa- | :
re die Erde hingegen ein exaktes Ellipgo-

id, lieRe sich ihr Potential durch eine Rei-

he dreifach aufeinander senkrecht ste Abbildung 6

Eine hamonische Reihe

hender Ellipsoide und Hyperboloide au °
kubischer Kuven

dricken, deren Querschnitt eine harn
nisch miteinander verbundene Reihe v
Ellipsen und Hyperbeln gébe (siehe
auchAbbildung 3.

Doch wie GauR feststellte, ist die For
der Erde, was Gravitation und Magneti

on
geometrisch gesehen die Flache,
Uberall senkrecht zur Zugrichtung d

mSchwerkraft verlauft”.

s- Ein Verweis auf das alte pythagord

mus angeht, viel komplizierter als eir]
Kugel oder ein Ellipsoid, und die Bahne
des kleinst- und gréRtmoglich@ktions-

esche Problem deverdoppelung der Li-
nnie, des Quadrats oder déAirfels kann
ein wenig Licht auf diese ldee werfe

potentials sind nicht so einfache und b
kannte Kurven wie Kreise, Linien, Ellip
sen oder Hyperbeln. Es mul} also ei
komplexere harmonische Funktion g
funden werden, um diese Prinzipien au
zudriicken. Solch eine Funktion liel si

eDie Linie ist durch Punkte begrenzt, d
+ Quadrat durch Linien und dewirfel

nelurch Quadrate. Grof3e und Position d
e-ser Grenzen werden durch die Lange,
sFlache oder da¥olumen bestimmt, das
hsie einschlieen. Beispielsweise b
aber nichta priori bestimmen, sondernp stimmt das Quadrat die Grofze und @
muf3te von den gemessenéranderun-| Position seiner Seiten, selbst wenn m

Abbildung 7
Eine nichthamonische Reihe von Kreisen
und Hyperbeln.

i€rozeld ist die Beziehung, die Riemann

erals ,Dirichlet-Prinzip“ bezeichnet.

- Von GauR iiberDirichlet
zu Riemann

n.Nachdem Dirichlet 1855 die Stelle von
asGauld in Gottingen UGbernommen hatte,
begann eNorlesungen Uber Gau®o-
letentialtheorie zu halten, wahrend Rie-
dienann an seinefheorie derAbel‘'schen
5 Funktionen arbeitete. Gauf3, Dirichlet
e-und Riemann hatten alle erkannt, daR
ickomplexe Funktionen als Erweiterung
avon Leibnizens Konzeption der Kettenli-

gen in den Gravitations- oder Erdmagne-die letzteren sieht, das erstere aber nic
tismus-Efekten abgeleitet werden. Die Seiten des Quadrats sind zwar Li
Fur Gaul3 stellte sich die Fragélie | en, aber diese werden durch eine and
lant sich anhand der winzig kleinen ge-Kraft (Potential) erzeugt als Linien, di
messenen Potentialverdnderungen, die¢ eron anderen Linien erzeugt werden.
durch seine geodatischen und magnetigleicherWeise werden Grofie und Posi
schen Messungen erhalten hatte, dien der Quadrate, die die Grenzen ei
wahre physikalische Form der Erde odeMWdrfels bilden, von einer anderen Kr
die GesetzmaRigkeit des Erdmagnetis{Potential) erzeugt als die Quadrate,
mus bestimmen? durch die Diagonale eines anderen Q
Damit kommen wir dem, was Riemanndrates zustande kommen. Obwohl m
das ,Dirichlet-Prinzip“ nannte, schon also die Kraft nicht sehen kann, 1aR3t S
naher sich durch ihre charakteristischéir-
Es ist recht kompliziert, die Erdobel- kung auf die Grenzen ihréktion mes-
flache oder die Magnetwirkungen so ge-sen.
nau zu bestimmen, wie Gaul3 es tat, doch Wenden wir nun die gleiche Denkmg
das Prinzip, auf welchem seine Methodehode auf die oben angesprochenen p
basierte, liegt innerhalb des Rahmensikalischen Prinzipien an. Die Kettenl
dieser padagogischen Ubugenn man| nie ist eine Kurve, deren Grenzen Pur
wie Gauly erkennt, daBeranderungen te sind. Eine Katenoide ist eine Flach
der Lotrichtung MeRveranderungen |nderen Grenzen Kurven sind. Die Er

hhie und der nattrlichen Logarithmen be-
i-stens geeignet waren, die Bahnen gering-
ergter Wirkung von Potentialfunktionen
auszudriicken.
In  Gaul hatte dies schon 1799 in seinem
i-Beweis des-undamentalsatzes daige-
ebra damgelegt, worin er zeigte, dal} ein
ftkomplexer algebraischéusdruck zwei
igFlachen erzeugt, deren Krimmungen
aharmonisch miteinander in Beziehung
arstehen. Was Riemann Dirichlet zu-
ieschrieb, war die Entdeckung des Prin-

zips, dal3 eine Funktion, welche dikti-

on innerhalb einer bestimmten Randbe-

dingung minimiert, eine komplexe har-
2- monische Funktion ist.
hy- Man kann sich dieser Idee Uber das be-
- kanntere Gebiet der Kettenlinie nahern.
k-Die Randbedingungen sind hier die Posi-
etionen derAufhéangepunkte. Der ,Innen-
0-bereich* innerhalb dieser Grenzen ist die

Richtung der Potentialfunktion entspre-oberflache ist die Grenze eines GravitgtiKurve selbst. ImVerlauf der Kurve gibt

chen, dann &Rt sich daraus ableiten, daBnsvolumens. Das Magnetfeld der Er

dees eine singulare Stelle — den tiefsten

die physische Form der Erde das gleichést sogar noch komplizierter und mufd anPunkt.Wenn sich die Rahmenbedingun-

Verhéltnis zu diesem Potential hat wjeanderer Stelle besprochen werden.

gen durch Positionsverschiebungen der

die Aufhangepunkte zur Kettenlinidn- Diese miteinander verknipfte Bezi

- Aufthangepunkte andern, dann verandert

ders ausgedrickt ist die Erdoberflachehung zwischen den Randbedingungen |eisich auch die Position des tiefsten Punk-
lediglich als Grenze des Potentials zunes physikalischen Prozesses und deres. Um nun Dirichlets Prinzip innerhalb

verstehen, odewie Gaul? es formulierte; Effekt des Prinzips der geringst&ir-

dieses vereinfachten Kontexts zu veran-

.Die physische Oberflache der Erde istkung in bezug auf diesen physikalischerschaulichen, stellt die Kettenlinie die

26, 2005, Nr . 2
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Abbildung 8

SRS
\dan
Ny

Transformation hamonischer Reihen von Kreisen und Radiallinien. (a) Der Schnittpunkt der Radiallinien bewegt sich auf einer
geraden Linie nach oben. (b) Der Schnittpunkt der Radiallinien bewegt sich auf einem Kreis. (c) Der Schnittpunkt der Raglmallini

Bahn der geringstewirkung einer hén-
genden Kette mit den entsprechend fe
gelegten Randbedingungen und der S
gularitat dar Wenn sich die Rahmenbe
dingungen verandern, verandert si
dementsprechend auch die Form der K
ve, wobei das Prinzip der geringsi&fir-
kung selbstverstandlich erhalten bleibt
Riemann kehrte das Prinzip von D
richlet um:Weil das physikalische Prin;
zip der geringsten \kung primar ist,
wird die Form der Kette vollkomme
durch die Positionen deAufhéangepunk-
te und des tiefsten Punktes bestimmt!

42 FUSION

chde ist eine minimale Flache bzwine

bewegt sich auf der Bahn einer Lemniskate

Ubertragen wir diese Untersuchun
staun auf eine Katenoide, die durch ein
inzwischen zwei Ringen aufgespannt
- Seifenfilm gebildet wird. Diese Katenoi

urFlache der geringstéWwirkung. In diese
Flache eingebettet ist eine Reihe orth
gonaler Kurven minimaler und maxima
i- ler Aktion. (Riemann zeigte spéatedald
diese Kurven harmonisch miteinander
Beziehung stehen.Yerandert man im
n Experiment die Form der Begrenzurn
(der Kreisringe) z.B. in Ellipsen, in unre
gelmaRige, glatte Formen oder \fiel-

gecke, stellt man fest, daf3 sich entspre-

erchend auch die Gestalt der Flache und die
ereingebetteten Kurven verwandeln, aber
- das Prinzip der geringstéWirkung er-

halten bleibt.
Es ist hilfreich, diese Idee durch einige
oandere padagogische Beispiele zu verall-

1- gemeinern, die in den folgenden compu-

tererzeugten Bildern dgestellt sind. In
inAbbildung 8ist eine Reihe harmonisch
miteinander verknupfter Kreise und Ra-
gdiallinien dagestellt, die sich im Kreis-
- mittelpunkt schneiden, bei ihrever-
wandlung aber die harmonische Bezie-
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Abbildung 9

Die Brennpunkte hanonisch vewandter Ellipsen und Hyperbeln bewegen sich auf der Bahn eines Kreises.

hung beibehaltenird die Position des
Schnittpunktes verschoben, mussen

Radiallinien zu Kreisb6gen werden, ur
ihre Endpunkte bewegen sich auf dg
Grenzbereich, um ihre harmonische B
ziehung beizubehalten. Dieser fé&t

wird in unterschiedlichen Positionen dg¢
Schnittpunktes dgestellt; zunachst von
Mittelpunkt weg Abbildung 83, dann in
einer Kreisbewegung um das Zentry
(Abbildung 8B und schlieZlich entlang
einer Lemniskate um den Mittelpunk
(Abbildung 8%. Diese Bewegung fuhr
dazu, daf sich alle Positionen innerha
der Grenzeals Ganzesverandern. \&s

sich nicht verandert, ist die harmonisc
Beziehung, d.h. das Prinzip der gerin
sten Wrkung.

Dies lafRt sich auch umgekehrt denke
Die Positionsveranderungen des Schn
der Radiallinien an der Grenze lass
ihren Schnittpunkt auf einem Kreisboge
wandern und ihre Form von Linien z
Kreisbdgen werden.

Oder infinitesimal kleine  Krim-
mungséanderungen der Bahnen besti
men sich durch die Bedingungen an d
Grenze inAbhéangigkeit von der Positior
der Singularitat.

Man vegleiche dieselorgang mit der
Positionséanderung des tiefsten Punk
der Kettenlinie, wenn sich die Positione
der Aufhdngepunkte verédndern, wie i
Abbildungl dagestellt.

Dort erzeugte eine Anderung an dg

di¢ischen Polen, zusammenhangen. Imm
dhin waren die genaue Lage und selbst
mAnzahl dieser Pole zur Zeit von Gaul3 in
emer noch unbekanmuf Grundlage von
Messungen, die er tber von Humbold
>sNetzwerk erhielt, bestimmte Gaul3, w
sich diese Pole befinden muf3ten. D
berihmte amerikanischWilkes-Expedi-
mtion von 1837 wurde u.a. deshalb begg
nen, um GaulEntdeckungen zu bestat
t gen, was sie auch tat.
In Abbildung 9 ist der gleiche Eékt
lldagestellt, wobei hier die beiden Bren
punkte demWeg eines Kreises folgen
neAuch hierbei ist wieder zu erkennen, w,
g-die Anderung in der Position der Sing
laritat die Bedingung an der Grenze vg
nandern, so daf alle daraus resultieren
tt8eziehungen harmonisch bleiben.
en  Abbildung 10zeigt den gleichen Pro
nzelR, nur hat die Grenze die Gestalt ei
u Ellipse angenommen, was den orthog
nalen Kurven entsprechend die Form v
Hyperbeln verleiht und den Schnittpun
min zwei Brennpunkte umwandelt. Maj
ekonnte natirlich genauso sagen, die H
diallinien hétten sich in Hyperbeln ve
wandelt, wodurch die Kreise zu Ellipse
wurden und der Schnittpunkt zu zw
e8rennpunkten. Oder der Schnittpunkt s
nzu zwei Brennpunkten geworden, wi
ndurch sich die Grenze zu einer Ellips
und die Radiuslinien zu Hyperbeln ve
rwandelten.

Grenzpunkten ein®eréanderung entlang
einer Einzelkurve. Hier erzeugt eine A
derung in der Grenzkurve eiverande-
rung in einer Reihe harmonisch mitei
ander verbundener Kurven innerhalb
ner Flache.

Mit dem gleichen Problem sah si
Gaul3 konfrontiert, als er die Lage d
magnetischen Erdpole aus infinitesim
kleinenVeranderungen im magnetisch
Effekt der Erde bestimmen wollte. Gal
verstand, daR diese klein®eranderun-
gen mit den Positionen der Singularitat
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Kurz, ein physikalischer Rize3 ge-
-ringster Wrkung ist eine verknlpftak-
tion. \erandert sich igendeinAspekt die-
-ses Pozesses, andert sich alles arsle
i-entspechend mit, um die Charakteristi
der geringsten Wkkung des Pozesses
haufrechtzuehnalten. Das physikalische
rPrinzip der geringsten \kung ist dem-
Inach das entscheidende
n Es bedurfte Riemanns Genie, um dur
Rdie Anwendung des ,Dirichlet-Prinzips*

des Erdmagnetfelds, namlich den magnezesses vollstandig durch die Beziehung

erzwischen den Randbedingungen und den
diSingularitaten verstanden werden kann
n-und dal sich diese Beziehung einzigartig
durch Riemanns geometrisches Konzept
teder komplexen Funktionen ausdriicken
olaft. Daruber hinaus zeigte Riemann, dal3
iesich die Charakteristik der geringsten
Wirkung eines physikalischen Prozesses
ngrundsétzlich nur durch das Hinzufligen
- eines neuen Prinzips andern lait. Dieser
Prinzipienwechsel wird in einer komple-
xen Funktion durch eine entsprechende
n-Zunahme in deAnzahl von Singularita-
. ten ausgedrickt. In seinéiheorie der
eAbel’schen Funktioneweranschaulicht
I-Riemann dies, indem er das ,Dirichlet-
r-Prinzip* auf die héheren, transzendenta-
deen FunktionerAbels anwendet.
Die tiefere Bedeutung dieser Ent-
+ deckung kann hier nur angedeutet. Die
neAnimation inAbbildung 1, die das Prin-
ozip der geringsteWirkung bei einer el-
oriptischen Funktion ausdruckt, dient hier
Ktals Ansatz. Riemann bewies, daf3 alle el-
n liptischen Funktionen, d.h. Funktionen,
Radie durch diéVechselwirkung zweier mit-
- einander verknupfter Prinzipien gebildet
nwerden, im komplexen Bereich als
ei Flachen mit zwei Grenzen ausgedriickt
eiwerden (siehe wwwilym.com, Rubrik
D-“pedagogicals”, part 58). Jede Grenze an-
sedert sich unterschiedlich, jedoch stets von-
-einander abhangig, was entsprechende
Anderungen in den minimalen Bahnen
nach sich zieht, wahrend die harmonische
Gesamtstruktur der Funktion aber zu jeder
Zeit bestehen bleibAnders ausgedruckt,
rin diesem Fall wird die charakteristische
k Krimmung dieser Bahnen der geringsten
Wirkung durch die verknupft®Vechsel-
> wirkung zweier Prinzipien bestimmt.
Ein Vergleich dieses Beispiels mit den
vorigen verdeutlicht, was Riemann beton-
chie: Der einzigéNeg, die Eigenschaft der
Aktion eines physikalischen Prozesses

rstenWirkung eines physikalischen Pr

zu erkennen, daf} das Prinzip der geri(lu

ggrundlegend zu verandern, ist das Hinzu-
- flgen derAktion eines neuen Prinzips.
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Abbildung 10
Eine Reihe doppelt periodischer haroni-
scher Kuwen, wie sie flir hamonische
Funktionen typisch sind. Die Kuen hier
sind hamonisch in bezug auf zwei
Grenzbedingungen.

Ein Beispiel aus deWirtschaftswis-
senschaft kann dieses Prinzip weiter
hellen helfenWo liegt die Verknipfung
zwischen samtlichen realwirtschaftliche
Beziehungen einerseits und den wi
schaftlichen Rahmenbedingungen d
physischen Infrastruktur und der kulty
rellen Entwicklung andererseit§¥as ist
die Beziehung dieser Rahmenbedingu

fihrung neuer Echnologien? \ié wirkt
sich eineveranderung, sei sie nun posit
oder negatiy auf alle wirtschaftlichen
Beziehungen innerhalb dieser realwi
schaftlichen Rahmenbedingungen aus
Vier Jahre nach Riemani®d kriti-
sierte KarlWeierstral3 Riemanmsnwen-

mal-mathematischem GrundehiVeier-
strald behauptete, es sei unangebra
mathematisch von einer geringstéfir-
kung zu sprechen, ohne formal-math
matisch bewiesen zu haben, daR ein 1
thematisches Minimum bzwaximum
tatséachlich existiere. Es ist zwar moglic
ein formal-mathematisches Beispiel a|
zufuhren, welches kein Minimum haj
doch alle physikalischenProzesse sind
durch das Prinzip der geringstéfirkung
ermit entsprechenden Grenzbedingung
gekennzeichnet. Nikolaus von Kues zei
nte zum Beispiel, daf3 es kein grof3tes o
t-kleinstesVieleck geben kann, weil da
eNieleck in maximaler Richtung durch e
I-nen Kreis (welcher keiWieleck ist) und
in minimaler Richtung durch eine Linié
nf{welche ebenfalls keivieleck ist) be-

gen zu den Singularitaten bei der Ei

Abbildung 11

Beide Grenzbedingungen
einer Reihe doppelt perio-
discher hamonischer Kur-
ven erleben eine fns-
formation.
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dung des ,Dirichlet-Prinzips* aus fort

Kettenlinie 1aRt sich zwar bis ins Unend-
vliche erweitern, aber die physikalische
Kettenlinie ist immer durch didufhan-
t-gepunkte begrenzt. Fur Riemann, wie
? auch fur Gaul3 und Dirichlet, war die For-
derung vonWeierstrall nach einem for-
mal-mathematischen Beweis eines Mini-
mums weniger als unnétig: sie war So-
phisterei. Das universelle physikalische
cherinzip der geringstelVirkung gentgte
als Beweis vollig aus.
e- Die verzweifelten Formalisten stirzten
nasich aufWeierstraR'Kritik, um die Er-
rungenschaften von Kastpeggaul3, Di-
h,richlet, Jakobi,Abel, Riemann u.a. fur
n-nichtig zu erklaren und di¢/issenschaft
, in die geistigen Sklavenzeiten von Euler
Lagrange und D’Alembert zurlickzu-
fuhren.Wéahrend in der Folge zwar die
efr-orm der Riemannschen Entdeckungen
g-weithin diskutiert wurde, gelang es, die
jeBubstanzseines Denkansatzes weitge-
s hend zu unterdrucken, bis sie durch die
- Entdeckungen von yindon LaRouche
wieder zu neuem Leben erweckt und wei-
terentwickelt wurde.

D

n-grenzt wird. Odereine mathematischg

Bruce Director
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