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2001 wurde der 600. Geburtstag des Renaissancekardinals und Begrtinders der
modernen Naturwissenschaften Nikolaus von Kues (1401-64) gefeiert. Aus diesem
Anlal verfal’te Caroline Hartmann seinerzeit den folgenden Aufsatz, in dem sie
anhand von Cusanus’ Schriften, insbesondere De Circuli Quadratura (Von der
Quadratur des Kreises), Geometricis transmutationibus (Von den geometrischen
Verwandlungen) und De Coniecturis (Uber die Vermutungen), erlautert, wie Cusanus
die Beschrankungen der Mathematik Gberwindet, um zu dem hoheren Ideal zu
gelangen, das der Naturkonstante = - dem Verhaltnis zwischen den Durchmesser
und dem Umfang des Kreises - zugrunde liegt. Der Aufsatz erschien urspriinglich
als Serie in der Neuen Solidaritat 8-16/2001, zum 625. Geburtstag des Cusaners
haben wir den Text nochmals tberarbeitet und neu gestaltet.

Titelbild: Ausschnitt aus , Die Schule von Athen”, Wandgemalde von
Raffaello Sanzio in der Stanza della Signatura des Vatikan (1510-1511).
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Kapitel 1: Plancks Wirkungsquantum
und die Fruchtspeicher der Agypter

Konstanten sind das, was Gottfried Wilhelm
Leibniz einmal als , Charakteristika universalis”
bezeichnet hat - universell giiltige, proportiona-
le Beziehungen zwischen verschiedenen Natur-
vorgangen. Was soll man sich darunter vorstel-
len? Es ware hier die Gravitation zu nennen, die
Elementarladung oder auch das immer gleiche
Verhaltnis zwischen dem Kreisumfang und sei-
nem Durchmesser.

Vor gut hundert Jahren, am 14. Dezember
1900, stellte Max Planck der Kaiser-Wilhelm-
Gesellschaft in Berlin eine ganz neue, von
ihm entdeckte universelle Konstante vor: der
in seiner Strahlungsformel wichtige Propor-
tionalitatsfaktor h, genannt das ,Plancksche
Wirkungsquantum. Damit hatte es folgende
Bewandtnis: Im Jahre 1859 hatten die Physiker
Gustav Kirchhoff und Robert Bunsen bei Experi-
menten mit Farbenspektren verschiedener Kor-
per ein verbliffendes Phanomen festgestellt. Es
ergab sich bei allen Korpern, unabhangig von
ihrer GroRe oder Beschaffenheit, ein immer
gleiches proportionales Verhaltnis zwischen
der Temperatur des strahlenden Korpers und
der Wellenlange seiner ausgesandten Strahlen.
Wenn man z.B. einen Kupferdraht oder einen
Platindraht erhitzt, dann werden beide Drahte
Strahlen mit der gleichen Wellenlange aussen-
den, obwohl sie aus véllig verschiedenem Ma-
terial bestehen.

Es galt nun, diese Proportionalitat als physi-
kalisches Gesetz zu erklaren. Planck fand das
allgemeingtltige Gesetz, doch hatte es eine
Bedingung: Die Energieubertragung bzw. Ab-
sorption und Emission von Strahlung mufite in
kleinen Portionen bzw. , gequantelt” vor sich
gehen.

Diese Erklarung hat den Wissenschaftlern bis
auf den heutigen Tag einiges Kopfzerbrechen
bereitet. Und anstatt vor allem in die Experi-
mente und direkte Untersuchung der Natur zu
investieren, verbringt man seitdem die meiste
Zeit mit Versuchen der ,,Deutung” theoretischer
»~Modelle” der Natur, ja man geht sogar soweit
- wie zum Beispiel beim Urknallmythos oder der
verriickten Klimahysterie - Ergebnisse aus echten
praktischen Experimenten unter den Teppich zu

Max Planck 1938 (gemeinfrei)

kehren, um nur nicht diese Denkmodelle aufge-
ben zu mussen.

Max Planck dagegen gehorte zu den Weisen
in der Wissenschaft, welche die Wahrheit unter
einem Haufen von , Scheinproblemen” heraus-
finden. Er war sich klar, dal es bei Vorgangen in
der Natur, bei denen irgendwelche Konstanten
auftreten, um die entscheidenden und immer
gleich bleibenden ,,Charakteristika” des Univer-
sums handeln muB, , welche unabhangig von
speziellen Korpern oder Substanzen, ihre Bedeu-
tung fur alle Zeiten und alle, auch auRerirdische
und aullermenschliche Kulturen notwendig
behalten.” (M. Planck, Ein Leben fiir die Wissen-
schaft)

Hinsichtlich der groRRen Paradoxe, vor denen
die Physik seit Plancks Entdeckung steht, hat
er immer wieder betont, dal} stets nach einer
wahrhaftigen Losung zu forschen sei. Noch in
einem seiner letzten Vortrage am 17. Juni 1946
in Gottingen uber die ,,Scheinprobleme der Wis-
senschaft” bemerkte er:



.Bei dieser Sachlage drangt sich aber eine
grundsatzliche und folgenschwere Frage auf.
Wenn wir in so zahlreichen Fallen die Wahr-
nehmung machen, dal} grofRe und wichtige
Probleme bei der Nachprifung sich als Schein-
problem entpuppen, ja dal das Wort ,Wirklich-
keit" manchmal einen ganz verschiedenen Sinn
hat, je nachdem der Standpunkt der Betrach-
tung gewahlt wird, kommt dann nicht unse-
re ganze wissenschaftliche Erkenntnis auf ei-
nen flachen Relativismus hinaus? Gibt es denn
uberhaupt kein absolut gultiges Urteil, keine
absolute Wirklichkeit, unabhangig von irgen-
deinem Standpunkt? Es ware schlimm, wenn
dem so ware. Nein, wohl gibt es in der Wis-
senschaft auch absolut richtige und endgtiltige
Satze, ebenso wie es in der Ethik absolute Wer-
te gibt, und, was die Hauptsache ist, gerade
diese Satze und Worte sind die wichtigsten und
erstrebenswertesten von allen. In der exakten
Wissenschaft sind hier zu nennen die GroRen
der sogenannten absoluten Konstanten, wie
das Elementarquantum der Elektrizitat oder das
elementare Wirkungsquantum und manche
andere. Diese Konstanten ergeben sich immer
als die namlichen, nach welcher Methode man
sie auch messen mag. Sie aufzufinden und alle
physikalischen und chemischen Vorgange auf
sie zurlickzufuhren, kann man geradezu als das

Abbildung 1:

Das Verhdltnis zwischen
Umfang und Durchmesser
ist bei jedem beliebigen
Kreis gleich.

Endziel der wissenschaftlichen Forschung be-
zeichnen...”

Die Naturkonstanten sind namlich nicht ein-
fach Zahlen, die ein ,glattes” Verhaltnis zwi-
schen zwei GrolRen darstellen, und auch nicht
statistisch ermittelbar. Wenn man beginnt, die
mit ihnen verbundenen Phanomene zu unter-
suchen, gerat man auf eine Entdeckungsreise in
die Welt der Geheimnisse unseres Universums.

Wir wollen uns in dieser Geometrieserie ein
wenig mit der Natur dieser Konstanten beschaf-
tigen und als Beispiel diejenige Konstante be-
trachten, welche die proportionale Beziehung
zwischen Umfang und Durchmesser jedes belie-
bigen Kreises darstellt - das sogenannte .

Heute drickt man beim Taschenrechner ein-
fach auf das Zeichen m und ein exakter Wert
erscheint - wie man meint. Wir benutzen den
Wert in unserer Rechnung und denken nicht im
Entferntesten dartber nach. Doch dabei ver-
passen wir die spannendsten Geschichten und
faszinierendsten Geheimnisse der Menschheit.
Denn die Konstanten sagen naturlich nicht nur
etwas Uber die Geometrie des Universums, son-
dern auch Uber unseren eigenen Geist und sei-
nen unerschopflichen Forscherdrang aus.

Nehmen Sie einen Pfennig und zeichnen Sie sei-
nen Kreis auf ein Blatt Papier (Abbildung T). Die Be-
ziehung zwischen diesem Umfang und dem klei-
nen Pfennigdurchmesser ist genau die gleiche wie
bei dem Kreis, dessen Durchmesser so grol} ist wie
die Entfernung zwischen der Erde und der Sonne.
Konnen Sie sich vorstellen, warum das so ist?

Wir wollen uns im folgenden verschiedene Un-
tersuchungen dieses Phanomens anschauen, zu-
erst der alten Agypter vor ungefahr 6000 Jahren,
dann des Archimedes (285-212 v.Chr.) und vor
allem die von Nikolaus Cusanus (1401-1464).
Sie werden einen , lebendigen” Prozel} wunder-
barer geometrischer Phanomene entdecken, die
alle in diesem - oberflachlich gesehen vielleicht
etwas ,formal” wirkenden - mathematischen
Verhaltnis zwischen Umfang U und Durchmes-
ser d stecken. Und vor allem werden Sie feststel-
len, dal} es bei den Konstanten oder universellen
»Charakteristika” gar nicht darauf ankommt, ei-
nen immer exakteren Zahlenwert zu ermitteln,
sondern, eher andersherum, dal} der ,Zahlen-
wert” eigentlich nur ein Nebeneffekt auf dem
Weg zur Ergrindung der Geometrie unseres
Universums ist.



Das ,,Rechenbuch des Ahmes”

Das agyptische Reich wurde von 30 aufeinan-
derfolgenden Dynastien beherrscht. Die erste,
begriindet durch Mena, datiert zuruck etwa ins
Jahr 4455 v.Chr.. Menas Sohn Teta wird in ver-
schiedenen Schriften schon als Gelehrter und als
Kundiger der Arzneikunst genannt. Auch finden
wir schon frih groRartige Beispiele der Bau-
kunst.

Es existiert auch ein ,Rechenbuch” des Ahmes,
das einzige der vollstandigen alten Schriften,
die bisher der Offentlichkeit ibergeben wurden
- viele unveroffentlichte Schriften befinden sich
ubrigens im Besitz des Britischen Museums in
London - und dort lauten die Anfangsworte:

LVorschrift zu erlangen zur Kenntnis aller dunk-
len Dinge... aller Geheimnisse, welche enthalten
sind in den Gegenstanden...”

Der bedeutende Mathematikhistoriker Moritz
Cantor hat in seinen Vorlesungen tiber Geschichte
der Mathematik Ahmes als den wichtigsten be-
kannten Vertreter der altagyptischen Mathematik
dargestellt. Er untersuchte das von Ahmes ko-
pierte Papyrus Rhind intensiv und betonte, dal}
Ahmes ein Geometrie-Werk von ca. 2000 v. Chr.
abgeschrieben hat, wodurch dieses Wissen fur
die Nachwelt bewahrt wurde.

Dieser Ahmes Uberliefert uns zum ersten Mal
Zahlenrechnungen auch mit Briichen, zum Bei-
spiel zur Berechnung von Feldern, runden Frucht-
hausern und anderen Nahrungsmittelspeichern.
Es tauchen auch schon geometrische Figuren
wie das Dreieck, Rechteck und Paralleltrapez
auf, die alle durch Benutzung des Lineals, aber
ohne Zirkel konstruiert werden sollten. Bei der
Berechnung des Rauminhalts ,runder” Frucht-
speicher tauchte wohl auch zum ersten Mal das
Paradox auf, wie man Krummes berechnen sol-
le. Man erkannte das Paradox der ewig gleichen
Beziehung U:d in einem beliebigen Kreis.

Das Verhaltnis U:d bedeutet ja Krummes im Ver-
gleich zu Geradem. Ist das durch einen Zahlen-
wert ausdruckbar, oder ist hier mehr verborgen?

Man ging auch tatsachlich daran, den Kreis
auszumessen, was heute als die erste bekannte
,Quadratur des Kreises” bezeichnet wird. Ah-
mes gibt sogar wirklich an, wie man ein Qua-
drat finden konne, das die gleiche Flache wie
der vorgegebene Kreis habe: Nehmen wir an,

Abbildung 2:
Bestimmung der
Konstante U/d
a durch den
Agypter Ahmes,
ca. 4500 v. Chr.

der vorgegebene Kreis hat den Durchmesser d,
dann soll nach Ahmes die Seite a des Quadrats
genau der Betrag des um 1/9 seiner Lange ge-
kurzten Kreisdurchmessers sein: a = d - 1/9 d
(Abbildung 2)

Daraus ergibt sich die folgende weitere Uberle-
gung. Da die Flache des Quadrates F, ., . =a<®a
gleich der Flache des Kreises F,_. =7 ® (d/2)* sein
soll, so setzt man diese gleich und I6st sie nach =

auf:

Quadrat = Kreis

also:

(Maea = e (d/2)?

Wenn wir dann fir a den Wert von Ahmes in
(1) einsetzen, heil’t das:

(d-1/9d)?> = ne(d/2)?
also:
(2) (8/9) e d?> = w ® (d/2)?

Und wenn man die Gleichung nach = auflost,
erhalt man:

= 4 ¢ (8/9)
(16/9)

|
|



Nikolaus von Kues (1401 - 1464) auf seinem
von Andrea Bregno geschaffenen Grabmal
in der Kirche San Pietro in Vincoli, Rom

Daraus ergab sich ein Wert fur = von n =
3,1604...

Offenbar mull die Mdoglichkeit der Flachen-
berechnung des Kreises durch die Beziehung
Freis = T ® (d/2)? bekannt gewesen sein. Es gibt
hier leider keine naheren bekannten Uberliefe-
rungen. Moritz Cantor bemerkte dazu in seinen

Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik:

,Wie man zu dieser Vorschrift gekommen sein
mag, ist nicht entfernt zu erraten. Gesichert ist
sie durch wiederholtes Auftreten, gesichert ist
auch ihre ziemlich gute Anwendbarkeit, denn
sie entspricht einem Werte n = (16/9)? = 3,1604
... fur die Verhaltniszahl der Kreisperipherie zum
Durchmesser, der weitaus nicht der schlechteste
ist, dessen Mathematiker sich bedient haben.”
(M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Ma-
thematik, 4 Bde., 1907)

Tiefergehende Forschungen zu diesem Thema
sind wahrscheinlich damals nicht vorgenommen
worden, und wie schon vorher bemerkt, wiirde
dieses Ergebnis so manchen unserer Zeitgenos-
sen vollauf zufriedenstellen. Aber sind wir durch
diese Berechnung nun der wahren Ursache fur
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die konstante Beziehung U:d naher gekommen?
Sie mussen zugeben: eigentlich nicht! Und auch
Nikolaus von Kues, der sich 6000 Jahre spater
dem Problem annahm, schrieb 1445 an seinen
Freund Paolo dal Pozzo Toscanelli:

,Wohl haben die Alten, mit starkem Forscher-
geist begabt, in unermudlichem Fleil} versucht,
viel damals Verborgenes fir sich und die Nach-
welt ans Licht zu bringen; wohl haben sie in den
meisten hohen und schénen Kiinsten mit Erfolg
gearbeitet, aber in einigen der hoheren Wissens-
zweige haben sie nicht alles Erstrebte erreicht...
Unter den Aufgaben, die bisher den geometri-
schen Spekulationen hindernd im Wege stan-
den, blieb vornehmlich eine auch von allen
denen ungelost..., namlich: Zwischen einer ge-
raden und einer gekrimmten Linie Gleichheit
herzustellen oder eine Verwandlung ineinander
zu leisten. So kam es, dal} es vielen, ja fast al-
len, die sich dieser Untersuchung widmeten,
nach unermeBlichen Mihen schien, der Weg
zur Einsicht in diesen Sachverhalt sei uns ent-
ruckt, und zwar wegen der Unmadglichkeit des
Unterfangens, da die Natur der Koinzidenz einer
solchen Gegensatzlichkeit widerstrebe. Ich aber
glaube, die Schwierigkeit dieses Unternehmens
liegt vielmehr in einem zu geringen Verstand-
nis, in mangelnder Sorgfalt und im Fehlen der
auBersten Aufmerksamkeit, wie sie eine vollig
ungeloste Aufgabe erfordert.”

(N. v. Kues, Uber die geometrischen Verwand-
lungen)

Man kann mit Recht behaupten, dal® Niko-
laus Cusanus, der in diesem Jahr (2026) seinen
625. Geburtstag feiern wirde, mit seinen Un-
tersuchungen uber den Kreis das menschliche
Denken vollstandig revolutionierte. Er eroffnete
dem Menschen den Weg, die ,Unendlichkeit”
zu ergreifen. Durch seine geometrischen ,Ver-
wandlungen” - wie er seine geometrischen Un-
tersuchungen manchmal nennt - schuf er die
denkerische Grundlage fur die groRlen natur-
wissenschaftlichen, mathematischen und auch
musikalischen Errungenschaften der Neuzeit.
Er betrat mit seinen Untersuchungen eine neue
Ebene des Denkens, die es in der Weiterentwick-
lung in Leibniz® Infinitesimalrechnung ermdg-
licht, einen unendlichen Naherungsprozel® als
realen mathematischen Wert zu erkennen und
mit ihm sogar zu rechnen.



Kapitel 2: Archimedes
und die unendlichen Vielecke

Die Betrachtung konstanter Verhaltnisse in der
Naturzeigtuns, daB esnichtnurdaraufankommt,
dabei den , endgultigen”, absolut genauen Zah-
lenwertauszurechnen, d.h. esisteher nebensach-
lich, ob ich fiir t den Wert 3,141592653589793
nimmt oder 3,14159265358. Man wird ihn oh-
nehin nie erreichen, da es sich dabei immer um
sogenannte ,irrationale” Zahlen handelt, also
solche mit unendlich vielen Stellen nach dem
Komma. Und auf diesem Wege werden wir nie-
mals zu einem echten Verstandnis dieses , uni-
versellen Charakteristikums” gelangen. Ganz
im Gegenteil sollte man bemerken, dal} hier ein
Geheimnis der Gesetzmaligkeiten unseres Uni-
versums verborgen ist, dem wir uns nicht allein
durch eine Zahl nahern konnen. Daran ist wirk-
lich nichts Irrationales.

Bei der Benennung dieser Zahlen als ,irrationa
mussen also nicht besonders einsichtige Leute
am Werke gewesen sein. Diese Namensgebung
lalRt eher darauf schlieBen, dall die Bedeutung
solcher Konstanten von den meisten Mathemati-
kern griindlich miverstanden wurde.

Wir hatten gesehen, daR sich die Agypter
schon vor 6000 Jahren mit der Berechnung run-
der Rauminhalte beschaftigten und mit dem
Phanomen vertraut waren, dall Umfang und
Durchmesser eines Kreises immer im gleichen
Verhaltnis zueinander stehen, unabhangig von
GrofRRe oder Beschaffenheit des Kreises. Doch
die Lésung erinnerte ein wenig an jemanden,
der sich mit dem Wert aus dem Taschenrechner
begnugt, ohne weitere Nachforschungen anzu-
stellen. Man konnte damit ,rechnen”, ohne den
tieferen Sinn der Angelegenheit zu begreifen.

Nikolaus Cusanus bemerkte, dal} die alten For-
scher diesen Punkt nicht genligend erforscht

I//

hatten, und revolutionierte mit seinen Uberle-
gungen das gesamte menschliche Denken. Er
hatte verstanden, dall es im Kern darum ging,
»Zwischen einer geraden und einer gekrimmten
Linie Gleichheit herzustellen oder eine Verwand-
lung ineinander zu leisten”. Dies widerstrebe
aber grundsatzlich dem menschlichen Denken,
da es sich hier um eine ,Koinzidenz der Extre-
me” handele. Er schrieb:

.50 kam es, daB es vielen, ja fast allen, die sich
dieser Untersuchung widmeten, nach unermef}-
lichen Muhen schien, der Weg zur Einsicht in
diesem Sachverhalt sei uns entriickt, und zwar
wegen der Unmoglichkeit des Unterfangens,
da die Natur der Koinzidenz einer solchen Ge-
gensatzlichkeit widerstrebe. Ich aber glaube, die
Schwierigkeit dieses Unternehmens liegt viel-
mehr in einem zu geringen Verstandnis, in man-
gelnder Sorgfalt und dem Fehlen der aufersten
Aufmerksamkeit, wie sie eine vollig ungeloste
Aufgabe erfordert” (,, Geometricis transmutatio-
nibus”, Ubers. Von den geometrischen Verwand-
lungen).

Nun hatte bereits der gro3e Archimedes von
Syrakus (287 v. Chr. bis 212 v. Chr.) nach der
Untersuchung der Agypter (2000 v. Chr.) viel
mehr Muhe an diese Aufgabe gewandt. Doch
auch seine Losung uberzeugte den Cusaner
nicht, obwohl uns Archimedes das Paradoxon
zwischen der , Vielheit” der Ecken und Seiten an
den Kreis angenaherter Vielecke und der ,Ein-
heit” des Kreises als Inbegriff der , Gekrimmt-
heit in jedem noch so kleinen Punkt” erst in sei-
ner ganzen KraBheit vor Augen geflihrt hat.

Archimedes begann eine sehr miihsame Unter-
suchung: Zuerst konstruierte er auflen um einen

3 ° ]_4 ]. 5 9 2 05 3589793238462st500-

Darstellung der Kreiszahl =
(Wikimedia Commons/Petrus3742, cc-by-sa 4.0)




Archimedes, Gemdlde von Domenico Fetti, 1620.
Gemadldegalerie Alte Meister, Dresden
(gemeinfrei, wikipedia)

Kreis ein Sechseck, dann halbierte er dessen Sei-
ten, ein neues Vieleck erzeugend, und so fort. So
entstanden immer mehr Vielecke um den Kreis
herum, die immer mehr und immer kurzere Sei-
ten hatten und dem Kreis immer naher riickten
(siehe Abbildung 3).

Schauen wir uns seine Anfangskonstruktion an,
den Kreis mit einem umschriebenen Sechseck.
Hier wiederum betrachten wir eines der kleinen
Dreiecke ABC und teilen die Seite durch den
Punkt T, so dal wir ein rechtwinkliges Dreieck
ATB vor uns haben (siehe Abbildung 4).

Wir konnen demnach bei diesem Dreieck mit
dem Satz des Pythagoras arbeiten, der hier
besagt AB?> = AT? + BT2. Archimedes gibt nun
geschickt Zahlenwerte an - die er ganz sicher
vorher fir sich selber in mithsamer Rechenarbeit
erarbeitet hat -, welche immer um einen kleinen
Betrag groler sind als das Verhaltnis der halben
Seite BT zum Radius des Kreises, dann solche,
die um einen geringen Betrag groRer sind als
das Verhaltnis der Viertelseite GT zum Kreisra-
dius r, dann solche, die ganz wenig kleiner sind
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Abbildung 3: Archimedes’ Konstruktion
von Vielecken, die sich dem (vorgegebenen)
Kreis immer mehr anndhern.

als die Achtelseite ET zum Kreisradius r und im-
mer so weiter, bis er schliellich bis zum 96-Eck
gelangt! Archimedes erhalt schliellich folgende
Beziehungen:

r:BT>265:153
r:GT>5711/4:153 und
r:ET>11621/8:153.

Der Umfang des Sechsecks ist dabei, wenn man
die Zeichnung betrachtet, U, = 12 x BT, der Um-
fang des Zwoélfecks U, , = 24 x GT und der Umfang
des Vierundzwanzigecks betragt U,, = 48 x ET.

Wir wollen hier nicht Archimedes’ gesamte Pro-
zedur von Winkelhalbierungen, Vergleich von
Verhaltnissen und Einsetzen von ungefahr richti-
gen, aber immer etwas zu grof3en oder zu kleinen
Grolen vorfiihren (wer dariiber mehr lesen will,
kann sich in Moritz Cantors Werk Vorlesungen
tber Geschichte der Mathematik schlau machen).

Um aber einen Eindruck von Archimedes mih-
seligen Rechenarbeit zu geben, sei hier nur das
Resultat seiner Rechnungen gezeigt: Er erhielt
far das Verhaltnis r : U, > 4673 1/2 : 29376,
oder andersherum ausgedrickt, wenn man r
als den Radius und den Durchmesser d = 2r des
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Abbildung 4: Durch immer weitere
Seitenhalbierungen der Dreieckseite BC
(im Sechseck, das den Kreis umschliel3t)

versuchte Archimedes sich dem
Kreisumfang rechnerisch anzundhern.

Kreises betrachtet, dann gilt fir den Umfang des
96-Ecks: U, : d < 14688 : 4673 1/2, und dieses
Verhaltnis ist wiederum kleiner als 3 10/70 : 1.

Dadurch hat nun Archimedes die obere Grenze
seines Werts festgelegt und beginnt dann das ge-
samte Vorgehen noch einmal fir die eingeschrie-
benen Vielecke, wodurch er letztendlich auf die
Beziehung 3 10/71 < U : d < 3 10/70 kommt.
Dabei ist zwar der Wert des Verhaltnisses U:d
~eingekreist”, doch so richtig errechnet sind die
Rahmenwerte tatsachlich nur fur das 96-Eck.

Bei Betrachtung dieser Untersuchung des Ar-
chimedes staunen wir zwar tber die groe Ge-
nauigkeit, die er mit seiner Idee der Kreisanna-
herung erreichte, doch die Frage, ob wir jetzt

Paolo dal Pozzo Toscanelli (1397-1482),
italienischer Arzt, Mathematiker,
Astronom, Kartograf und Freund des
Nikolaus von Kues, gehorte zu den
flihrenden Wissenschaftlern seiner Zeit.

mehr UGber das ,Warum?” der immer gleichen
Proportionalitat zwischen Umfang und Kreis-
durchmesser herausgefunden haben, mussen
wir wieder verneinen. Ja, durch Archimedes’
Untersuchung wird sogar erst recht deutlich,
wie extrem unterschiedlich gerade und krum-
me Linien sind. Scheinbar eine unendliche Ge-
schichte und ein krasser Gegensatz. Ein wirkli-
ches Paradox.

Nikolaus Cusanus schrieb dariiber an seinen
Freund Paulus (Paolo dal Pozzo Toscanelli):

»Es gab sorgsame und genaue Gelehrte, allen
voran Archimedes, die gezeigt haben, dal} der
Kreisumfang im Verhaltnis zum Durchmesser
groRer ist als 3 10/71 und kleiner als 3 10/70,
und dall dieser Naherungswert fortwahrend
genauer gemacht werden kann. Sie haben uns
aber nicht tberliefert, wo der zahlenmaRig nicht
erreichbare genaue Wert verborgen ist...” (Von
den geometrischen Verwandlungen).

Wir haben es mit zwei absoluten Gegensatzen
zu tun: auf der einen Seite den Kreis als Inbegriff



Abbildung 5: Ein einbeschriebenes Vieleck mit
216 Seiten sieht scheinbar wie ein Kreis aus —
ist aber kein Kreis.

des ,Krummen”, der in jedem noch so kleinen
Punkt eine Krimmung hat, und auf der anderen
Seite lauter gerade Seiten - mit jedem Vieleck
mehr. Dies bietet noch eine zusatzliche Absurdi-
tat, denn auch wenn wir es schafften, z.B. mit ei-
nem Vieleck von 65536 Seiten ganz nah an den
Kreisumfang heranzukommen und ein Abstand
nur noch mit der Lupe feststellbar ware, sind
wir doch umso weiter vom Kreis entfernt, der ja
nicht eine einzige Ecke besitzt (siehe Abbildung
5,5.10).

Wir stehen hier nicht nur vor einem geome-
trischen Paradoxon, sondern auch vor einer
scheinbar unuberwindlichen Aufgabe flr unse-
ren Geist, wie es Nikolaus von Kues ausdriickt,

»-..denn da Vieleckfiguren nicht Groflen der
namlichen Art sind wie die Kreisfigur, gilt, selbst
wenn sich ein Vieleck finden liele, das einem
gegebenen Kreis der GroRRe nach naher kommt
als ein anderes, trotzdem der Satz: Bei Dingen,
die ein Grofer und Kleiner zulassen, gelangt man
nicht zu einem schlechthin Groften im Sein und in
der Méglichkeit (in esse et posse).

,Die Kreisflaiche ist namlich im Vergleich zu

den Vieleckflachen, die ein GroRer und Kleiner
zulassen und die Kreisflache daher nicht errei-
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chen, das schlechthin Grolte, so wie die Zahlen
nicht die Fassungskraft der Einheit erreichen und
die Vielfachheiten nicht die Kraft des Einfachen.”
(,,De circuli quadratura®”, Von der Quadratur des
Kreises).

Die Einheit (des Kreises) ist unwandelbar und
ewig, dagegen ist die ,Vielheit” aller Dinge ei-
ner stindigen Anderung, einem GroRer- und
Kleinerwerden unterworfen. Der Cusaner erklart
auch, warum uns die Aufgabe, diese Gegensat-
ze zu vereinen, so unlosbar erscheint:

,Dies Uberschreitet aber alle unsere Vernunft,
die in ihrem Ursprung die Widerspriiche nicht
auf dem Wege des Denkens vereinigen kann, da
wir nur durch das, was uns von Natur einsichtig
ist, voranschreiten. Unsere Vernunft aber bleibt
weit hinter diesem unendlichen Vermoégen zu-
ruck und kann daher die unendlich weit vonein-
ander abstehenden Glieder des Widerspruchs
nicht verbinden...” (Von der Quadratur des Krei-
ses)

Will er aber nur sagen: ,Lieber Archime-
des bzw. liebe Nachwelt, hier seht lhr, dal® es
so nicht geht?” Nein, genau das Gegenteil. Er
hat eine faszinierende Idee, um den Weg auf-
zuzeigen, auf dem es dem menschlichen Geist
schlieRlich doch gelingen wird, diese Aufgabe
auf einer hoheren Ebene der menschlichen Er-
kenntnis zu |6sen. Er fihrt uns Schritt fir Schritt
zum Erkennen einer echten Koinzidenz der Ex-
treme einem Zusammenfall von Gegensatzen,
die uns erst als Paradox erschienen, aber deren
Losung wir auf einer hoheren Ebene begreifen
konnen. Doch nicht durch ,,Annaherung” an ir-
gendeinen Zahlenwert, sondern durch einen le-
bendigen Prozel, bei der er sich die bestandige
Arbeit des menschlichen Geistes zunutze macht
und die Geometrie und Mathematik als Werk-
zeug dazu gebraucht:

»Der beste Erhalter aller Dinge hat es namlich
so bestimmt, damit die gottliche Kraft des Er-
kennens in uns nicht erlahme, sondern durch
immer lebhafteres Interesse auf das noch Ver-
borgene, aber der Erkenntnis Zugangliche ge-
lenkt werde. Wir geben uns leidenschaftlich der
Erforschung des Dunkels hin, damit wir uns um
so ruhiger der Starke unseres Geistes erfreuen”
(Von den geometrischen Verwandlungen).



Kapitel 3: Die Bedeutung des Dreiecks

Als erstes mussen wir begreifen: die ,Rahmen-
bedingungen” der Geometrie unseres Univer-
sums, die ,,Konstanten” wie n, oder die Avoga-
dro-Konstante, die Teilchenzahl pro Mol N, die
Gravitationskonstante g, das Planck’sche Wir-
kungsquantum h, die Elementarladung e eines
Elektrons usw. sind nicht nur ,,Zahlenwerte”. Mit
Nikolaus Cusanus hatten wir festgestellt: weder
durch eine rechnerische Prozedur wie bei den
Agyptern noch durch die immer gréRere Anna-
herung an den Kreisumfang durch Konstruktion
in- und umgeschriebener Vielecke mit immer
mehr Ecken, wie Archimedes es vorschlug, er-
reichen wir jemals eine Antwort auf das ,Wa-
rum?” oder den Sinn hinter der Naturkonstante
7. Alle Naturkonstanten sind vielmehr ein Hin-
weis des Universums an den Menschen, mehr
uber seine Gesetzmaligkeiten herausfinden zu
konnen, mehr Fahigkeiten und Erkenntnisse flr
die Menschheit zu erlangen.

Wie man weil}, reicht es heute den meisten, auf
dem Taschenrechner die Taste flir © zu drticken
und nicht grol} zu fragen. Aber Fragen stellen ist
doch viel interessanter, oder? Dadurch eroffnen
sich sonst unbeachtete Zusammenhange, die
oft an anderen Punkten unseres Lebens als un-
tberwindliche Paradoxa wieder auftauchen.

Nikolaus von Kues hatte erkannt, dal} wir sol-
che Widerspriiche, wie das Krumme mit dem
Geraden zu vergleichen ,nicht auf dem Wege
des formalen Denkens” l0sen konnen, , da wir
nur durch das, was uns von Natur einsichtig ist,
voranschreiten...”

Aber wenn nicht auf dem Wege des formalen
Denkens, wie denn sonst? Wie findet man die
hohere Ebene der Koinzidenz? Der Cusaner hat-
te eine andere Idee, man konnte es fast als ein
geometrisches Spiel betrachten: Er beginnt sei-
ne Untersuchungen namlich nicht mit irgendei-
nem Kreis, sondern betrachtet den Prozef3, der
- ausgehend vom inneliegenden und umschrei-
benden Kreis eines Dreiecks ABC zum Auffinden
des zum Dreieck isoperimetrischen (d.h. Zum
Dreieck umfangsgleichen) Kreises fihrt. (siehe
Abbildung 6).

Irgendwo in dem groRRen freien Zwischen-
raum zwischen Inkreis und Umkreis des Dreiecks
muld der isoperimetrische Kreis liegen. Aber wo,

und warum uberhaupt dort? Dies wollen wir im
folgenden untersuchen. Doch horen wir zuerst
Nikolaus’ Idee:

,Nach fast zahllosen Ansatzen, mit denen ich
mich muhte (allerdings immer vergeblich), zu
der vorgesetzten Kunst zu gelangen, hat sich
mir durch den Ruckgriff auf das in meiner Schrift
uber die wissende Unwissenheit angewendete
Prinzip endlich ein Weg aufgetan. Die Kunst, die
ich suche, leistet auller dem in der Geometrie
schon Uberlieferten die Verwandlung des Ge-
krimmten in das Gerade und des Geraden in
das Gekrimmte. Da zwischen diesen Grolen
kein rationales Verhaltnis bestehen kann, mul}
sich das Geheimnis hier in einer Koinzidenz der
Extreme verbergen. Da diese Koinzidenz im Ma-
ximum statthat (wie anderweitig dargetan wird)
und das Maximum der unbekannte Kreis ist,
wird hier gezeigt, dal} sie im Minimum - das ist
das Dreieck - aufgesucht werden muf}.”

(De geometricis transmutationibus, ,Von den
geometrischen Verwandlungen”)

C

Abbildung 6: Nikolaus betrachtete als erstes
das Dreieck mit seinem In- und Umkreis.
Dann begann er die Suche nach dem zum
Dreieck isoperimetrischen Kreis.
¢ = Radius des Inkreises,

r = Radius des Umkreises
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Abbildung 7:

Bei isoperimetrischen
Vielecken ist der Umfang
immer gleich.

Er muB3 also bei groBRer
werdender Eckenzahl
auf immer mehr
— gleichlange — Seiten

aufgeteilt werden.

Dreieck Viereck Funfeck Sechseck

Siebeneck

Achteck
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Abbildung 8: Das Rechteck BFGD mit dem

gleichen Umfang wie das Dreieck ABC hat
eine grofere Fldche als dieses.

Betrachten wir nun das Dreieck ABC. Ein Drei-
eck ist offensichtlich das kleinste aller Vielecke.
Wie man in Abbildung 6 sehen kann, liegen auf
dem Umkreis des Dreiecks die drei Ecken des
Dreiecks A, B, und C, auf seinem Inkreis die Mit-
telpunkte der Dreieckseiten, also die Mittelpunk-
te von AB, BC und CA. Der Radius des Inkreises
G, ist also die Strecke vom Mittelpunkt M des
Kreises zur Seitenmitte des Dreiecks, der Radius
des Umkreises r, dagegen die Strecke vom Mit-
telpunkt M zu einer der Ecken A, B oder C.

Nun geht es darum, den zu diesem Dreieck
isoperimetrischen, d.h. umfangsgleichen Kreis
zu finden. Wie grol¥ wird er wohl sein? Wissen
wir eigentlich mit Sicherheit, dal er zwischen In-
und Umkreis des Dreiecks zu finden sein wird?

Nikolaus konstruiert nun eine Reihe von Viel-
ecken, die alle den gleichen Umfang haben
sollen. Dieser Umfang muf} sich nun beim Vier-
eck, Finfeck, Sechseck usw. auf immer mehr
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Seiten ,verteilen”. Wir konnen uns dies bildlich
vorstellen, wenn wir uns zwei parallele waa-
gerechte Linien zeichnen, deren Abstand dem
Umfang entsprechen soll. Dann zeichnen wir
einige senkrechte Verbindungslinien ein, auf
denen wir die jeweilige Aufteilung des Um-
fangs in die Zahl der Vieleckseiten markieren
(Abbildung 7).

Der Umfang wird in immer mehr und immer
kirzere Seiten der Vielecke aufgeteilt, was be-
deutet, dal} die Vieleckseiten immer kleiner wer-
den mussen. Aber was bedeutet das fur die Fla-
che der Vielecke? Wird deren Flache groRer oder
kleiner?

Der englische Gelehrte Thomas Bradwardi-
ne (um 1290 - 1349), von dem Nikolaus Cu-
sanus viele geometrische Uberlieferungen der
Alten gelernt hat und den er ausgiebig studier-
te, zeigte, dall geometrische Vielecke, die den
gleichen Umfang besitzen, mit zunehmender
Seiten- bzw. Eckenzahl an Flache zunehmen.
Betrachten wir ein gleichseitiges Dreieck ABC
und das dazu flachengleiche Rechteck BDCE
(Abbildung 8).

Die Flachengleichheit ist leicht erkennbar, da
das Rechteck aus zwei ebensolchen rechtwink-
ligen Dreiecken zusammengesetzt ist wie das
Dreieck. Der Umfang dieses Rechtecks ist of-
fenbar kleiner als der des Dreiecks, denn wenn
man die Lange der einzelnen Seiten addiert, so
kommen wir beim Dreieck auf U, =s + s + s =
3s, wobei U, den Umfang und s die Seiten des
Dreiecks bezeichnen soll.

Wenn wir die Seiten des Rechtecks betrachten,
so sehen wir erstens, dal¥ die beiden kleineren
Seiten jeweils genau die Halfte der Dreieckseite



ausmachen, also jeweils s/2, daher zusammen
nur so gro} sind wie eine Dreieckseite, die an-
deren beiden Seiten aber jeweils kleiner als die
Dreieckseiten sind.

Das erkennt man wie folgt: Die Diagonale des
Rechtecks ist so lang wie die Dreieckseite, die
Rechteckseite aber betragt, wenn man den Satz
des Pythagoras auf das Dreieck BEC anwendet
und s die Diagonale, d die Rechteckseite be-
zeichnen soll:

s2=(s/2)? + d?, d.h.

s?-s2/4 = d?, also
3/4 s? = d? oder
V3/4)s=d

Wir erhalten als Summe der Seiten fir das
Rechteck, wobei U, hier den Umfang des Recht-
ecks bezeichnen soll:

U,=21/25+2(3/4)s
=s+1\3s

Wir erkennen, dal s + V3 s daher bestimmt
kleiner ist als 3 s, dal} also der Umfang des Recht-
ecks kleiner ist als der des Dreiecks. Wenn wir
jetzt also die Rechteckseiten so verlangern, dal}
der Umfang dem des Dreiecks gleich wird, dann
bekommt es offensichtlich eine groRRere Flache,
namlich die vorige und zusatzlich das schmale
Stuck ECGF.

Dies ist einleuchtend, doch Bradwardine hat
den Beweis nicht fur alle Vielecke verallgemei-
nert und nur angedeutet, dal¥ dies sehr leicht
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Thomas Bradwardine (um 1295-1349)
sammelte zahlreiche geometrische
Uberlieferungen der Antike.

maoglich sei. Wir mussen uns also noch ein paar
weitere Gedanken zur Grolke der Flachen ma-
chen, um vollends lber den Prozel}, der uns
letztendlich zum isoperimetrischen Kreis fuhren
soll, Klarheit zu erhalten.

Auf der Aufteilung gegebener Strecken in gleichlange Stiicke beruht auch das von dem
groechischen Wissenschaftler Pythagoras entwickelte Monochord. Hier abgebildet ist
ein Monochord mit zwei Saiten aus der Physikabteilung des Deutschen Museums in Mtinchen.
(Wikimedia Commons/Bautsch, CCO0)
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Exkurs: Das Monochord des Pythagoras

Betrachten wir folgendes Experiment, welches
Pythagoras an seinem selbsterfundenen Instru-
ment, dem Monochord, ausfuhrte: Er spannte
eine Saite auf einen langlichen Holzkasten, so
dal man die durch die Schwingungen ange-
regten Tone lauter horen konnte. Sie konnen
dieses Experiment selber leicht nachvollziehen,
am besten mit einem Saiteninstrument, oder
vielleicht auch mit einem selbstgebastelten
Monochord. Die an beiden Enden befestigte
Saite wird nun gezupft und es erklingt ein Ton,
der Grundton oder die Schwingung der , lee-
ren” Saite (a).

Jetzt miRt man die Lange der Saite aus, hal-
biert sie, und driickt sie mit einem Finger ge-
nau in der Mitte auf den Kasten. Nun zupft
man erneut und - es erklingt ein viel hoherer
Ton, was man genau erkennt, wenn man beide
Tone (Grundton und Ton der halbierten Saite
schnell hintereinander zupft und miteinander
vergleicht. Sie klingen jedoch verbliffend ahn-
lich - fast wie ein Ton! Bei der halbierten Saite
handelt es sich namlich um genau die doppel-
te Anzahl von Schwingungen, wodurch ein Teil
von zweien im Verhaltnis 1 : 2 erklingt (b) Die-
ser Ton wird Oktave genannt.

||||||
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Als nachstes legte Pythagoras den Finger ge-
nau an den dritten Teil der Saite, und als er sie
nun wieder anzupfte, geschah etwas merkwdr-
diges: die beiden Saitenteile rechts und links
vom Finger schwangen namlich nicht jeweils
in einem Bogen, so wie bei der Teilung in der
Mitte, sondern das langere Stuick schwang in
zwei Bogen, die beide genau die Lange vom
kleineren Saitenstiick hatten, so als hatte eine
Geisterhand an einer weiteren Stelle einen Fin-
ger angelegt (c). Es erklingen auf diese Weise
zwei Teile von dreien (Verhaltnis 2 : 3). Auf der
einen Seite der heruntergedriickten Saite er-
klingt ein Ton, der zum Grundton in einer ganz
bestimmten Proportion steht. Wenn man den
anderen, kirzeren Teil der heruntergedriickten
Saite (Verhaltnis 1 : 3) anzupft, erklingt aber ein
anderer Ton, der diesem sehr ahnlich ist. Er ist
dem vom Verhaltnis 2 : 3 genauso ahnlich wie
es der Grundton im Vergleich mit dem durch
die Halbierung der Saite erzeugten Ton war.
Welcher ist es wohl?

Vergleicht man den so erzeugten Ton mit dem
Grundton, der Grundschwingung, so kann man
ebenfalls einen angenehmen harmonischen
Klang horen.

Als nachstes teilte Pythagoras die Saite in vier
Teile, und driickte mit dem Finger den vierten Teil
herunter. Wiederum zeigte sich das Phanomen:
die Geisterhand legte ihren Finger an die ande-
ren zwei Enden der in vier gleiche Teile geteilte
Saite (d)! Hier erklingt nun also auf der einen Sei-
te des Fingers der dritte Teil von insgesamt vier
Teilen, also das Verhaltnis 3 : 4. Wie man horen
kann, klingt auch dieser Ton verglichen mit der
Ausgangsschwingung der ganzen Saite (dem
Grundton) recht angenehm zusammen. Wenn
man wieder den kleinen anderen Teil (Verhaltnis
1 : 4) anzupft (e), erklingt ein weiterer Ton, der
uns sicher auch angenehm im Zusammenklang
der beiden anderen vorkommt.

Alle diese so gefundenen Schwingungen, die
sich aus ganzzahligen Unterteilungen einer Sai-
te ergeben, bilden fiir unser Ohr jeweils einen
»schon” klingenden Zusammenklang mit der
leeren Ausgangssaite, deshalb nannten die Py-
thagoraer ihn ,,synphon”.

(Aus: Caroline Hartmann, , Warum ist das Sché-
ne schon?”)



Kapitel 4: Isoperimetrische Vielecke

Wir sehen, dald die Idee des Cusaners, den zu
einem Dreieck isoperimetrischen Kreis aufzusu-
chen, sich fundamental von den fritheren Un-
tersuchungen der Alten oder des Archimedes
unterscheidet. Nikolaus hatte erkannt, dal® die
natlrliche Verstand des Menschen die extre-
men Gegensatze nicht zu vereinigen vermag:
Einerseits den Kreis, der in jedem beliebig klei-
nen Bereich gekrimmt ist bzw. eine ,Einheit”
als krumme Linie ohne Anfang und Ende dar-
stellt, und andererseits die ,Vielheit” des Gera-
den, namlich Vielecke mit immer mehr Seiten
und Ecken.

Solche Widerspriiche lassen sich durch verstan-
desmaliges Denken allein nicht zusammenbrin-
gen; dies gelingt uns nur auf einer ,hoheren”
geistigen Stufe. Aber es ist dennoch moglich,
und Nikolaus Cusanus hat dies in seiner Schrift
Uber den Beryll folgendermalen begriindet:

»--.Ferner muft du Dir den Satz des Protagoras
merken, dall der Mensch das MaR aller Dinge
ist. Denn mit den Sinnen mit der Mensch das
sinnlich Wahrnehmbare, mit der Vernunft das
Vernunftgemalle, und was Uber das Vernunftge-
male hinausgeht, erreicht er durch Uberschrei-
ten seiner Erkenntniskraft.”

Wie aber kdnnen wir unsere Erkenntniskraft
uberschreiten? Hort sich das nicht ein bil3-
chen mystisch an? Das ist es aber ganz und
gar nicht! Nikolaus hatte eine Idee, wie er die-
ses , Uberschreiten der Erkenntniskraft” bild-
lich darstellen kann: Ausgehend vom Dreieck
begann er jeweils die einbeschriebenen und
umschreibenden Kreise vom Dreieck, dann
des zum Dreieck umfangsgleichen regelma-
Rigen Vierecks, Flinfecks usw. miteinander zu
vergleichen, denn...

,...die Kunst, die ich suche, leistet auler dem
in der Geometrie schon Uberlieferten die Ver-
wandlung des Gekrimmten in das Gerade und
des Geraden in das Gekrimmte. Da zwischen
diesen GroRen kein rationales Verhaltnis beste-
hen kann, mul sich das Geheimnis hier in einer
Koinzidenz der Extreme verbergen. Da diese
Koinzidenz im Maximum statthat (wie ander-
weitig dargetan wird), und das Maximum der
unbekannte Kreis ist, wird hier gezeigt, dal} sie

im Minimum - das ist das Dreieck - aufgesucht
werden mul” (De geometricis transmutatio-
nibus, ,Von den geometrischen Verwandlun-

gen”).

Wenn einem die Maoglichkeit des Menschen,
seine Erkenntniskraft zu Gberschreiten, zuerst ein
wenig mystisch vorkommt, dann deshalb, weil
heute alles, was mit ,,eigenen” Hypothesen, Ver-
mutungen und Ideen zu tun hat, tunlichst aus
Wissenschaft, Politik oder Kunst herausgehalten
wird. Die groRen Entdeckungen der Geschichte
sind aber immer von einzelnen Menschen und
deren ,Vermutungen” bzw. Hypothesen und
Ideen gemacht worden.

Bei der Betrachtung des Dreiecks mit seinem
Umkreis, dessen Radius r, gleich dem Abstand
vom Mittelpunkt zu einer Ecke ist, und seinem
Inkreis, dessen Radius ¢, gleich dem Abstand
vom Mittelpunkt zu einer Seitenmitte ist, hatten
wir uns gefragt, wo denn nun der isoperimetri-
sche Kreis zu finden sei: innerhalb der beiden
Kreise oder aufRRerhalb (siehe Abbildung 9)?

U=30cm
s3=10cm

C

Abbildung 9: Das Dreieck mit dem Inkreis
(Radius g,) und dem Umkreis (Radius r,).
Die Frage, die Cusa stellt, ist:

Wo liegt der zum Dreieck
umfangsgleiche (isoperimetrische) Kreis?
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Als nachstes befalRten wir uns mit den Flachen
der umfangsgleichen Vielecke, um herauszufin-
den, ob ihre Flachen bei wachsender Seitenzahl
groler oder kleiner werden.

Wie steht es nun mit diesen Flachen? Wir hat-
ten in der letzten Folge von dem Gelehrten
Bradwardine erfahren, dal} die Flache eines zum
Dreieck isoperimetrischen Vierecks groRer ist als
die Dreiecksflache. Wir konnen getrost anneh-
men, dal} dies auch fir das gleichseitige Viereck
oder Quadrat gilt. Betrachten wir nun das re-
gelmalige Viereck, Funfeck und Sechseck - alle,
wohlgemerkt mit dem gleichen Umfang wie das
Dreieck in Abbildung 9.

Am besten ware es, wenn Sie diese Vielecke
einmal selber zeichneten. Nehmen Sie einfach
einen Umfang, zum Beispiel 30 cm, und teilen
Sie diesen erst in drei Teile fur das Dreieck, dann

in vier fur das Viereck, funf fur das Finf- und
sechs fur das Sechseck (Abbildung 10a-d - die
absoluten Langen erscheinen hier wegen der
Platzbeschrankung naturlich in einem anderen
GroRenverhaltnis). Die Dreieckseite s, ist also 10
cm lang, die Viereckseite s, = 7,5 cm, die Seite
s, des Flnfecks 6 cm, und die des Sechsecks s,
=5cm.

Zeichnen Sie nun die Verbindungslinien vom
Mittelpunkt zu den jeweiligen Ecken unserer
Vielecke ein. Wie Sie sehen konnen, besteht je-
des Vieleck aus ebenso vielen kleinen Dreiecken,
wie es Seiten hat. Die Verbindungslinien von M
zu den Ecken sind auch die Radien der die Viel-
ecke umschreibenden Kreise, der sogenannten
Umkreise. Sie sind in einem regelmaRigen Viel-
eck alle gleich lang. Im Quadrat haben wirr,, im
Flnfeck r, und im Sechseck r,. Fur alle weiteren

Tt
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U =30cm
S«=T75¢cm

Abbildung 10 a-d: Die Vielecksflichen kann man ermitteln, indem man jeweils n-mal
die kleinen Dreiecke mit den Seiten sn und rn addiert. N reprisentiert dabei die Anzahl
der Seiten, beim Dreieck ist also n = 3, beim Vierecke n = 4, beim Fiinfeck n = 5 usw.

d)

U=30cm
5,= 5cm
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Vielecke konnen wir den Radius einfach allge-
mein mit r_bezeichnen. Da auch die Seiten der
regelmaligen Vielecke jeweils gleich lang sind,
haben wir es also in jedem Vieleck mit n kleinen
Dreiecken mit den Seiten s , r_und noch einmal
r zu tun. Die ,Hohe” der kleinen Dreiecke ist
dabei der Radius ¢_ des Inkreises des jeweiligen
Vielecks, n ist die Zahl der Ecken, also g,, g, .,
Dieser Kreis war derjenige, auf dessen Umfang
alle Mittelpunkte der Seiten des Vielecks liegen.
Diesen Inkreisradius bezeichnen wir beim regel-
maligen Viereck mit ¢,, beim Finfeck mit ¢,
beim Sechseck mit ¢, usw., allgemein mit ¢

Die Flache dieser kleinen Dreiecke lalt sich fol-
gendermalen ermitteln: Nehmen Sie zuerst die
Flache der durch die Vieleckseite s_und die Hohe
des jeweiligen Dreiecks (das ist der Inkreisradius)
G, gebildeten Rechtecks (in unserer Abbildung
durch gestrichelte Linien gezeichnet). Diese ist
jeweils doppelt so grol® wie die Flache des klei-
nen Dreiecks.

Um nun die Flache des ganzen Vielecks zu er-
halten, mussen wir n-mal (beim Viereck viermal,
beim Finfeck finfmal usw.) die Flache der klei-
nen Dreiecke addieren. Die Flache F_ eines be-
liebigen isoperimetrischen Vielecks ist also das
Produkt aus n halben Rechtecken mit den Seiten
g, unds .

Wenn wir hier beachten, dall der Umfang U
fur alle Vielecke derselbe ist und mit steigender
Seitenzahl in jeweils n immer kleiner werdende
Seiten aufgeteilt wird, so bedeutet das: U ist das
Produkt aus der Seitenzahl n und der jeweiligen
Seitenlange s, also:

U=3es,=4e5 =595, usw,

bzw. allgemein ausgedriickt U = n e s . Oder
noch einmal anders ausgedriickt: s = U/n. Wir
haben auch schon vorher gesehen, dal die Sei-
tenlange der Vielecke mit steigender Seitenan-
zahl immer kleiner wird.

Wenn Sie die selbstkonstruierten Vielecke ge-
nau betrachten, dann stellen Sie fest, dal} die
Inkreisradien mit steigender Seitenzahl im Ge-
gensatz zu den kleiner werdenden Seitenlangen
immer ein wenig langer werden! Wie ist es aber
nun mit den Flachen? Konnen wir aus der bishe-
rigen Betrachtung schon erkennen, ob die Fla-
chen tatsachlich immer groRRer werden?

Betrachten wir nun den Prozel}, den Inkreis-
radius und Umkreisradius mit steigender Anzahl

der Seiten der Vielecke durchmachen. Konnen
wir eine Gesetzmaligkeit erkennen, ohne dal¥
wir bis ins Unendliche Vielecke zeichnen mus-
sen?

Nikolaus Cusanus behauptet, dal® der isoperi-
metrische Kreis dort zwischen In- und Umkreis
des Ausgangsdreiecks liegt, wo Inkreis- und
Umkreisradius zusammenfallen werden, sie
werden nach einem unendlichen Prozel¥ der
Annaherung zu einem Kreis zusammenfallen.
AulRerdem sagt er, dal} die Flache des isope-
rimetrischen Kreises groRRer als die Flache aller
isoperimetrischen Vielecke ist. Dabei habe das
Dreieck den kleinsten Inkreisradius und den
grof3ten Umkreisradius. Die Differenz zwischen
Umkreis- und Inkreisradius wird sich immer
mehr verringern, bis beide Radien im isoperime-
trischen Kreis zusammenfallen. Wenn wir tuber
diesen ,unendlichen” Prozel} nachdenken, fra-
gen wir uns etwas verwirrt, ob dies wohl jemals
eintreten wird? Und wenn, dann wo? Wo liegt
das Unendliche...?

Diese Suche nach dem Unendlichen durch
einen Prozell des standigen Vergleichens der
In- und Umkreisradien - immer mit dem letzt-
endlichen Ziel der ,Einheit” des Kreises, in dem
das Verglichene in eins fallt, vor Augen - hat Ni-
kolaus als den eigentlich lebendigen Prozel3 des
menschlichen Geistes erkannt. Er erklart dies
folgendermalen in seiner Schrift De docta igno-
rantia:

,Noch eine weitere Einsicht wollen wir aus
dieser Quelle schopfen: In den Gliedern eines
Gegensatzes finden wir ein Mehr und Minder,
so beim Einfachen und Zusammengesetzten,
beim Abstrakten und Konkreten, beim Forma-
len und Materialen, beim Verganglichen und
Unverganglichen usw. Man kommt daher nie zu
einem reinen Verhaltnis der Gegensatzlichkeit
oder zu einem Dritten des Vergleichs, auf das
sich die Glieder des Gegensatzes genau bezie-
hen. Alles Entgegengesetzte besitzt also Stufen
der Verschiedenheit, indem es vom einen mehr,
vom andern weniger hat und den Charakter ei-
nes Gliedes des Gegensatzpaares erst dadurch
erhoht, dalR das eine das andere Ubertrifft. Hier-
auf beruht die vernunftgemale Erforschung der
Dinge, dall wir wissen, wie im einen die Zu-
sammensetzung in einer gewissen Einfachheit
besteht, im anderen die Einfachheit in der Zu-
sammensetzung, im einen die Verganglichkeit
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in Unverganglichkeit, im anderen umgekehrt
usw., wie wir in der Schrift Uber die Vermutungen
breiter ausfuhren werden.”

Und in den ,Vermutungen” erklart er:

,Der menschliche Geist schlie3t bei seiner ver-
nunftmaBigen Forschung das Unendliche aus
dem Kreis des fur ihn ErfalRbaren aus. Fir ihn
unterscheidet sich kein moglicher Gegenstand
von irgendeinem anderen durch einen unend-
lichen Unterschied. Jeder mogliche Unterschied
zwischen Gegenstanden ist geringer als ein un-
endlicher. Im unendlichen Unterschied aber wer-
den Unterschiedenheit und Ubereinstimmung
gleich, wie man auch den Begriff der Uberein-
stimmung fassen mag. Ein jegliches Seiendes

hat also mit jedem beliebigen anderen Uberein-
stimmendes und Unterscheidendes, wenn auch
nicht in strenger Genauigkeit, die es innerhalb
der Welt nicht geben kann...” (De coniecturis,
,Uber die Vermutungen”).

Doch wahrend dieses lebendigen Prozesses
behalt der menschliche Geist immer die Idee
der hochsten Einheit, in unserem geometri-
schen Beispiel verkorpert als der isoperimetri-
sche Kreis. Und dies ist durch eine ganz einfache
Idee zu erklaren, die sich der Cusaner am Rande
seiner Handschrift des Parmenides-Kommentars
des Proklos in der Bibliothek von Kues notierte:

,Das Eine und die Vielheit sind nicht im Geist,
sondern sie sind der Geist; hier ist alles Eines und
Vieles zugleich.”

Das intensive Studium der Geometrie
war ein wichtiger Teil der kulturellen
Bliite des antiken Griechenland,
und das Studium der griechischen
Entdeckungen und Erkenntnisse durch
Nikolaus von Kues und andere gab wich-
tige Anstole fiir die Entwicklung
der europdischen Renaissance
des 15. Jahrhunderts.

Ausschnitt aus ,, Die Schule von Athen”,
Wandgemdlde von Raffaello Sanzio
in der Stanza della Signatura
des Vatikan (1510-1511).
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Kapitel 5: Inkreise und Umkreise

Durch die Untersuchung von isoperimetrischen
Vielecken - also denjenigen, die alle den gleichen
Umfang haben - gelangen wir also irgendwann
zum isoperimetrischen Kreis. Doch nicht einfach
durch die Konstruktion weiterer Vielecke, sondern
durch einen ProzeR, der dem lebendigen Prozel3
des menschlichen Geistes ahnelt: namlich durch
bestandiges Vergleichen der Inkreis- und Umkreis-
radien und der Idee, dald diese ,Unterscheidun-
gen” sich im isoperimetrischen Kreis in eins auflo-
sen mussen. Denn dort sind In- und Umkreis eins:
der isoperimetrische Kreis selbst. Der menschliche
Geist arbeitet durch standiges Vergleichen und
kann durch seine Erkenntniskraft das Unendliche,
also die Losung des Paradoxes , sehen”.

In seiner Schrift Uber die Vermutungen erklart
Nikolaus von Kues die fur den einfachen Ver-
stand so muhselige Suche nach dem ,unend-
lichen” Ort des Kreises als Paradoxon zwischen
der Erkenntnis durch die Vernunft und die nie-
mals genaue ,Abbildung” in der realen, sinnli-
chen Welt folgendermalien:

»Jede der Einheiten ist in ihrem eigentlichen
Sein nicht mitteilbar, nicht erklarbar, nicht erfal3-
bar. Jedes Seiende ist nur in seinem eigentlichen
Sein ganz es selbst, in jedem anderen aber kann
es sich nur uneigentlich reprasentieren. So ist der
Kreis, als ein Gegenstand der Vernunft, in seinem
eigentlichen Sein nur in der Vernunft selbst er-
fallt. Betrachtet lhr namlich die Figur, von deren
Mittelpunkt zum Umfang alle Geraden gleich
lang sind, so faldt lhr in dieser Figur durch die
Vernunft den Kreis als Gegenstand der Vernunft.
Aber aulRerhalb der Vernunft selbst ist er eine mit
den Sinnen wahrnehmbare Figur, also in einem
ihm uneigentlichen Sein und daher nicht sein
Sein selbst... Die sichtbare Kreisfigur nimmt zwar,
trotz ihres Andersseins, an der Einheit des ratio-
nalen Seins des Kreises teil; aber die Genauigkeit
des Kreis-Seins wird ihr dabei nicht mitgeteilt.
Die Vervielfaltigung jener Einheit geht nicht ohne
Anderssein ab. Keine sichtbare Kreisfigur gentigt
der Bestimmung genau gleicher Lange aller Ra-
dien; und keine dieser Figuren kann der anderen
in allem gleich sein. Keine Kreisfigur, so genau
sie auch erscheinen mag, gibt es, der gegenuber
nicht eine noch genauere moglich ware...” (De
coniecturis, ,,Uber die Vermutungen”)
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Cusanus folgt der Ideenlehre Platons:
Das Ideal des Kreises ist eine Idee,
ein Gegenstand der Vernunft, der in der
physischen Realitat nur anndhernd
erreicht werden kann.
Ausschnitt aus ,, Die Schule von Athen”.

Mit anderen Worten. Wir konnen also ver-
nunftmalig, und auch durchaus ,genau”, den
isoperimetrischen Kreis auffinden, doch auler-
halb der Vernunft wird er nie mit absoluter Ge-
nauigkeit darstellbar sein. Das heil}t, die Genau-
igkeit entspricht nur dem jeweiligen Grade der
Vernunft, und so nahert man sich der Wahrheit
,von der Vernunft her” immer mehr an, erreicht
aber immer nur eine neue, ,,genauere” Genau-
igkeit.

Wir wollen uns jetzt noch einmal auf die Be-
trachtung der In- und Umkreise unserer Vielek-
ke besinnen. Bei zu langem Nachdenken tber
das Unendliche konnen die Gedanken namlich
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U=30cm
s4= 7,5cm

U=30cm
5:= 5 cm

Abbildung 11 a-d: Mit steigender Seitenanzahl werden die Vieleckseiten immer ktirzer,
die Inkreisradien dagegen immer gréBer. Und wie verhalten sich die Umkreisradien?
Ubrigens: Wer Schwierigkeiten hat, den algebraischen Herleitungen zu folgen,
kann sich getrost nur an den Zeichnungen orientieren.

Nikolaus’ Ideen werden auch dadurch verstandlich.

auf einmal so in Verwirrung geraten, dall man
meint, man wilte nicht mehr, wieviel 2 mal 2
ist. Wie wir letztes Mal schon gesehen haben, er-
mittelt man die Flache der Vielecke, indem man
die jeweils n kleinen Dreiecksflachen addiert, aus
denen die Vielecke zusammengesetzt sind, wo-
bei n die Anzahl der Seiten des Vielecks anzeigt
(siehe Abbildung 11 a-d).

Nikolaus behauptet, dal® die Flache der Vielecke
mit steigender Eckenzahl immer grofRer wird. Und
das sehen wir auch leicht ein, denn U ist ja immer
derselbe Umfang, und der Inkreisradius ¢ wird -
wenn Sie sich die verschiedenen Vielecke noch
einmal genau betrachten - immer ein klein wenig
groRer. Die Seitenlangen s_sowie die Umkreisradi-
en r_werden dagegen aber immer kleiner!

Um dies alles besser zu verstehen, wollen wir
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uns das Verhaltnis der Inkreis- und Umkreisradi-
en unserer Vielecke genauer betrachten.

Zuerst zum Dreieck: Wir betrachten das recht-
winklige Dreieck FBM mit den beiden Katheten
G, (dem Radius des Inkreises) und s,/2 sowie der
Hypothenuse r,, wobei s, die Dreieckseite und
r, der Umkreisradius des Dreiecks ist. Wenn wir
den Satz des Pythagoras anwenden, erhalten
wir in diesem Fall folgende Beziehung zwischen
dem Inkreisradius ¢, sowie dem Umkreisradius r,
und der Seite s, des Dreiecks:

6,2 = 1,77 (5,/2)
oder ¢,

r32 = (53/ 2)%+ g32



Genauso ist es beim Viereck, Finfeck usw.,
wenn man jeweils die entsprechenden Drei-
ecke betrachtet. Wenn wir uns dabei noch in
Erinnerung rufen, dal¥ die Vieleckseiten nichts
anderes sind als immer der gleiche Umfang,
unterteilt in n Teile (n = 3, 4, 5 usw., also die
Anzahl der Seiten), so erkennen wir eine recht
interessante Beziehung zwischen Inkreis- und
Umkreisradius: Der Umkreisradius r_ wird nam-
lich immer kleiner, bleibt allerdings dabei im-
mer grofRer als der Inkreisradius ¢ . Dieser wird
dagegen immer grofRer, wie Sie ja schon in
Abbildung 11 gesehen haben, doch bleibt er
immer kleiner als der Umkreisradius. Daraus
ergibt sich die Vermutung, dal} der Inkreisra-
dius sich mit steigender Seitenzahl dem Um-
kreisradius annahert; und genau dann, wenn n
unendlich gro wird (bzw. wenn das isoperime-
trische Vieleck unendlich viele Seiten hat) - ja,
was passiert dann wohl?

Und noch etwas anderes konnen wir feststel-
len, was hochst bemerkenswert ist. Am besten
fertigen Sie sich dazu wieder eine Zeichnung
der verschiedenen Vielecke an. Sie konnen
wieder die gleichen Werte fur den Umfang
und die Seiten wie letztes Mal benutzen. Dann
ist fir U = 30 cm die Dreieckseite 10 cm, die
Viereckseite 7,5 cm, die Flinfeckseite 6 cm und
die Sechseckseite 5 cm lang. Diesmal mussen
Sie aber alle Vielecke ,ineinander” zeichnen,
und zwar alle um den gleichen Mittelpunkt
M. Wenn Sie das geschafft haben, kennen Sie
auch alle Radien und kénnen nun die jeweili-
gen In- und Umkreise einzeichnen (siehe Ab-
bildung 12).

Hier bemerken wir eine faszinierende , Be-
wegung” der Umkreisradien r,, r,, r, in Rich-
tung einer Stelle zwischen der Seitenmitte F
und dem Eckpunkt B des Dreiecks. Es ware zu
muhselig, diesen Punkt, auf den sich die Um-
kreisradien zubewegen, rechnerisch zu ermit-
teln, denn wir miRten unendlich viele Vielek-
ke mit ihren In- und Umkreisen zeichnen und
berechnen - nur um schliellich festzustellen,
dal® man ihn immer noch genauer bestimmen
konnte.

Dies ware auch ein sehr formaler und wenig
einsichtiger Weg zum isoperimetrischen Kreis,
denn der Verstand sagt uns nur vage, dort
musse ,irgendwo” die Stelle liegen, wo der
Radius des isoperimetrischen Kreises die Drei-
eckseite zwischen F und B schneidet. Unsere

Abbildung 12: Abbildung 12: Dreieck,
Viereck, Fiinf- und Sechseck mit ihren
Umkreisen. Man erkennt deutlich die

»Bewegung” des Umkreisradius
in Richtung des Punktes F.

Erkenntniskraft kann diesen Ort aber auf ganz
andere Weise ermitteln. Nikolaus beschreibt
dies so:

,Es mul} also zwischen diesen zwei Punkten -
dem Endpunkt und dem Mittelpunkt der Seite (er
meint die Punkte B und F, an denen Inkreis- und
Umkreisradius auf die Dreiecksseite treffen, C.H.) -
ein Punkt liegen, so dal}, wenn die Verbindungsli-
nie zwischen diesem Punkt und dem Mittelpunkt
des Umkreises in einem bestimmten Verhaltnis
verlangert wird... dal® dann die verlangerte Strek-
ke gleich dem Halbmesser (Radius) des isoperi-
metrischen Kreises ist. Daran kann kein Zweifel
bestehen. Es trifft sich aber, dal® dieser Punkt in
allen Vielecken von den beiden anderen Punkten,
namlich vom Endpunkt und vom Mittelpunkt der
Seite, verschiedenen Abstand hat. Er nahert sich
der Seitenmitte und ruckt vom Endpunkt ab, je
groler die Vieleckflache wird. Wie sich also dieser
Punkt in Vielecken mit wachsender Flache der Sei-
tenmitte standig nahert bis zum Zusammenfallen
dieser drei Punkte im groBten Vieleck, so ruckt
er notwendig in Vielecken mit geringerer Flache
von der Seitenmitte ab, bis er im kleinsten Vieleck
von beiden Punkten den groRten Abstand hat.”
(De circuli Quadratura, ,Von der Quadratur des
Kreises”)
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Kapitel 6: Der ,,genaueste“ Weg
zum isoperimetrischen Kreis

Jetzt wollen wir sehen, ob wir diesen Punkt tat-
sachlich finden und dann vielleicht auch den
Radius des isoperimetrischen Kreises bestimmen
kénnen. Bis jetzt wissen wir: die Inkreisradien ¢_
nahern sich den Umkreisradien r_immer mehr
an, bleiben aber stets kleiner als diese, wahrend
die Umkreisradien sich den Inkreisradien anna-
hern, jedoch immer groRer als jene bleiben. Die-
se Verhaltnisse haben uns schon eine ganz inter-
essante Vermutung verschafft: Denn wenn die
Inkreise immer groRer werden (aber immer klei-
ner als die Umkreise bleiben), die Umkreise aber
immer kleiner werden (und dabei trotzdem im-
mer grolRer als die Inkreise bleiben), dann wur-
den an einem gewissen , Treffpunkt” vermutlich
beide im isoperimetrischen Kreis zusammenfal-
len, wo In- und Umkreisradius eins werden.
Doch der natirliche Verstand schreckt ein we-
nig davor zurlick, diesen Treffpunkt, der ja erst
nach einem ,,unendlichen” Prozel erreicht wiir-
de, tatsachlich als ,,wahr” anzunehmen. Nikolaus

Abbildung 13: Nikolaus betrachtete als
erstes das Dreieck mit seinem In- und
Umkreis. Hier ist schon der Punkt F, der
Mittelpunkt der oberen Dreieckseite,
markiert. Er ist fiir die Betrachtung
der ,Bewegung” des Umkreisradius in
Abbildung 14 von Bedeutung.
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hat dies immer wieder betont: Die Unendlichkeit
ist nicht verstandesmallig bzw. zahlenmaRig zu
begreifen, dazu mul} unsere Erkenntniskraft er-
weitert werden. Als Beispiel fir diesen vielleicht
etwas komplizierten Gedanken nehmen wir ein-
mal den Kreis. Wie kann zum Beispiel ein Blinder
begreifen, was ein Kreis ist? Wird er den Kreis
genauso erfassen wie einer, der sehen kann? Der
Cusaner erklart diesen Unterschied zwischen
dem sinnlich-verstandesmafRigen Verstehen auf
der einen Seite und dem erkenntnismafligen Be-
greifen der hochsten Idee auf der anderen fol-
gendermalen:

.50 ist der Kreis, als ein Gegenstand der Ver-
nunft, in seinem eigentlichen Sein nur in der
Vernunft selbst erfal’t. Betrachtet Ihr namlich die
Figur, von deren Mittelpunkt zum Umfang alle
Geraden gleich lang sind, so fal3t lhr in dieser
Figur durch die Vernunft den Kreis als Gegen-
stand der Vernunft. Aber auBerhalb der Vernunft
selbst ist er eine mit den Sinnen wahrnehmba-
re Figur, also in einem ihm uneigentlichen Sein
und daher nicht sein Sein selbst. Ein Kreis, des-
sen ursprungliches Sein in der Vernunft ist, kann
nicht aulRerhalb der Vernunft sein. Die sichtbare
Kreisfigur nimmt zwar, trotz ihres Andersseins,
an der Einheit des rationalen Seins des Kreises
teil; aber die Genauigkeit des Kreis-Seins wird
ihr dabei nicht mitgeteilt. Die Vervielfaltigung
jener Einheit geht nicht ohne Anderssein ab.
Keine sichtbare Figur geniigt der Bestimmung
gleicher Lange aller Radien; und keine dieser
Figuren kann der anderen in allem gleich sein.
Keine Kreisfigur, so genau sie auch erscheinen
mag, gibt es, der gegenuber nicht eine noch ge-
nauere moglich ware. Da sich die Genauigkeit
des Seins in der Vernunft nicht mitteilt, schliel3t
alles Teilhaben daran notwendig Anderssein ein.
Nicht weil das Mitteilende mangelhaft ware,
verhalt sich die so, sondern weil das Teilhabende
ein anderes ist.” (De coniecturis, ,Uber die Ver-
mutungen”)

Betrachten wir nun noch einmal unser Dreieck
ABC (aus Kapitel 3) mit Inkreis und Umkreis (sie-
he Abbildung 13):



Wir hatten in einer der letzten Kapiteln eine
interessante ,Bewegung” des Umkreisradius’
kennengelernt. Wenn wir namlich, ausgehend
von unserem Dreieck, weitere isoperimetrische
Vielecke um den gleichen Mittelpunkt zeichnen
(Abbildung 14), dann bewegte sich der Umkreis-
radius von Eckpunkt B des Dreiecks immer mehr
nach links in Richtung der Seitenmitte F. Der
Umkreisradius r, schneidet die obere Dreiecksei-
te ganz rechts im Punkt B, beim Viereck ist der
Schnittpunkt von r, und der Dreieckseite schon
ein ziemliches Stlick nach links Richtung Seiten-
mittelpunkt F gertickt, beim Fliinfeck noch ein
Stuck weiter und so fort.

Die Strecken, um die r jeweils nach links ruickt,
werden aber immer kirzer. In Anbetracht dieses
Phanomens hat Nikolaus Cusanus nun einige
Hypothesen aufgestellt:

Erstens vermutet er, dall diese , Bewegung”
des Umkreisradius - wenn man immer mehr und
vieleckigere Vielecke zeichnet, bis im ,Unendli-
chen” Umkreis- und Inkreisradius zusammenfal-
len - zu genau dem Punkt fihren mul}, wo der
Radius des gesuchten isoperimetrischen Kreises
die betrachtete Dreieckseite schneidet.

Und zweitens vermutet der Cusaner, dall man
nicht nur den Schnittpunkt dieses Radius, son-
dern auch den Radius selbst ,genau” ermitteln
konne. Der Radius hort ja am Schnittpunkt mit
der Dreieckseite nicht auf, sondern geht noch
weiter bis zum isoperimetrischen Kreis. Man
mul ihn also vom Schnittpunkt aus noch um
ein gewisses Stuckchen verlangern. Um die Lan-
ge dieses Stiickchens und den Schnittpunkt auf-
zufinden, fuhrt Nikolaus eine Betrachtung von
Proportionalitaten durch, die wir nachher be-
trachten wollen.

Doch machen die kiihnen Vermutungen des
Cusaners uns nicht ziemlich stutzig? Was soll das
bedeuten: Zuerst sollten wir einsehen, dal} der
Zusammenfall von Umkreis und Inkreis irgend-
wo im Unendlichen stattfindet, dann bemerk-
ten wir, dal r mit wachsender Seitenzahl der
Vielecke eine Bewegung vollfuhrt, die ebenfalls
irgendwo im Unendlichen enden soll, und an-
gesichts dieser ,unendlichen Geschichte” sollen
wir nun eine bestimmte Lange einer Strecke fin-
den, die durch einen bestimmten Schnittpunkt
hindurchfuhrt?

Nun, das kann ganz schon verwirrend werden.
Wenn Sie aber an Nikolaus’ Gedanken tber den
Unterschied zwischen dem rein zahlenmaRigen

Abbildung 14

Verstand und dem zu immer groRerer Erkennt-
niskraft fahigen menschlichen (gottesahnlichen)
Geist denken, dann ahnen Sie, worauf er hinaus-
will. Wie auch bei anderen ,Paradoxa”, die uns
im taglichen Leben, bei der Betrachtung der Na-
tur oder uberhaupt bei Dingen begegnen, die
uns vor ein grolRes ,Warum?” stellen, beginnt
mit dem Paradox zugleich ein geistiger Prozel.

Auf der einen Seite versorgt uns der Verstand
mit immer mehr Einzelinformationen zu dem
betrachteten Bereich, so dal} wir das , Umfeld”
sozusagen verstandesmallig immer mehr um-
zingeln konnen; auf der anderen Seite versucht
der erkennende Geist, eine Idee hinter der gan-
zen Sache zu entdecken, oder besser gesagt:
Den hoheren Sinn, den Grund, warum etwas so
und nicht irgendwie anders ist. Und diese bei-
den Prozesse greifen bestandig ineinander, bis
die ,ldee” die richtige ist und der Verstand in
Erwagung aller Umstande und Feinheiten zu-
stimmend ausruft: Genau das ist es! Oder an-
ders ausgedruckt: der menschliche Geist ist so
beschaffen, dall er in standigem Denkprozel}
tatig ist. Ein standiger Arbeitsprozel.

Der grolRe Universalgelehrte Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) hat ca. 240 Jahre nach Ni-
kolaus von Kues diesen Prozeld des , Erreichens
des Unendlichen” und Definierens eines ganz
bestimmten Wertes in seiner Infinitesimalrech-
nung entwickelt. Er hat daraus eine ganz neue
Mathematik entwickelt, mit der der Mensch die-
se unendlichen Prozesse und Bewegungen aller
Art, die man nun als Kurven darstellen konnte.
Er war Uberzeugt: Wo die Mathematik bzw. der
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Abbildung 15: Bei der Verldngerung der
Strecke MG um 1/8 oder 3/8 bleibt diese
immer kleiner als der gesuchte isoperimetri-
sche Radius. Wenn man dagegen die Strecke
MH um 3/8 bzw. 1/8 verldangert, so wird
sie immer grofer als jene werden. Nur die
Strecke ME erfillt die Bedingung: Wenn man
sie ndmlich um Y verldngert, wird sie zum
isoperimetrischen Radius. Das liegt daran,
dald das Verhdltnis GF zur Dreieckseite AB
1/8, das Verhdiltnis GB zur Seite AB aber 3/8
betragt. Und ebenso das Verhdltnis von HF
zur Dreieckseite AB 3/8, das von HB zu AB
aber wiederum 1/8 ist. Beim Punkt E ist das
anders: Beide Verhdltnisse, sowie das von EF
zur Dreieckseite AB als auch das von EB zur
Seite AB ist beidesmal 1/4.

normale Verstand des Menschen mit der Realitat
nicht mithalten kann und ein Paradox sieht, eine
scheinbar unitberwindliche Grenze, da muld die
Mathematik weiterentwickelt werden. Denn die
Erkenntniskraft des Menschen kann auf einer
neuen hoheren Ebene das Paradox losen.

Die Infinitesimalrechnung ist das beste Bei-
spiel: in jedem noch so kleinen Punkt ist eine
Kurve eine Gerade, deren ,Steigung” man
durch das Anlegen einer Tangente darstellen
kann. Dadurch kann man den gesamten Ver-
lauf der Kurve erkennen und in einer Formel
darstellen.

Bei unserer Untersuchung aller Umstande des
unendlichen Prozesses, der zum isoperimetri-
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schen Kreis fiihren soll, werden wir finden, dal}
die Idee des Nikolaus von Kues liberaus nutzlich
ist und daBl wir uns die Unendlichkeit tatsach-
lich ,,abkiirzen” und auf diese Weise doch rich-
tig vorstellen konnen.

Nikolaus betrachtet nun die Dreieckseite AB
mit dem Mittelpunkt F und Uberlegt: Wo kann
wohl der Schnittpunkt des Radius des isoperi-
metrischen Kreises liegen?

Betrachten wir dazu das Dreieck ABC und
dessen obere Seite in Abbildung 15: Nehmen
wir einmal ganz willkurlich und versuchsweise
an, der isoperimetrische Radius ginge durch ei-
nen Punkt nahe bei F - sagen wir G - und dieser
Punkt sei von F genau 1/8 der Gesamtstrecke
AB entfernt. Der Abstand zwischen G und B
ware dann genau 3/8 der Gesamtstrecke AB.
Der Cusaner stellt nun folgende Uberlegung
an: Der gesuchte Radius musse durch G in ei-
nem ebensolchen Verhaltnis wie AB unterteilt
werden. Deswegen verlangert er MG einmal
um 1/8, ein andermal um 3/8 von MG. Bei
Betrachtung dieser Proportionalitaten wird er-
sichtlich, dal} G nicht der gesuchte Punkt sein
kann, denn der Radius wiirde in beiden Fallen
zu kurz ausfallen.

Sie konnen sich dies auch rechnerisch klarma-
chen: Dazu wahlen Sie das konkrete Beispiel MB
= 60 und MF = 30 (im gleichseitigen Dreieck ist
der Inkreisradius halb so lang wie der Umkreis-
radius). Errechnen Sie nach dem Satz des Pytha-
goras zuerst die Dreieckseite AB:

(AB/2)? + 302 = 607

AB2%/4 = 2700

AB = 2 ¢ V2700

Dann ist der Abstand zwischen F und G ein
Achtel von AB, namlich 1/4 ¢ V2700. Bei Anwen-
dung des Satzes von Pythagoras auf das Dreieck

FMG erhalt man fur

MG? = FGZ + 302
= 2700/16 + 900

MG = (2700/16 + 14400/16)
=+17100 = 4

Verlangert man MG nun um 1/8 seiner Lan-
ge zu 9/8 des oben errechneten Werts, so erhalt



Lyndon LaRouche iiber Leibniz’ Infinitesimalkalkulus

»Ganz einfach ausgedruckt ist das Infinitesimal
des Leibnizschen Kalkdls, das Leibniz aus Kep-
lers Entdeckung der universellen Gravitation
ableitete, ein ontologisches Infinitesimal, wie
ich oben dargestellt habe, und kein aristoteli-
sches, euklidisches oder kartesisches. Es ist Aus-
druck der Aufwartsbewegung physischer Ent-
wicklung, Ausdruck eines antientropischen Uni-
versalprinzips. Die Eigenschaft als Infinitesimal
entsteht (im Falle von Keplers Entdeckung) aus
dem relativen Ausmal} der Wirksamkeit dieses
Prinzips, indem es namlich relativ unbegrenzt
universell und wirksam ist (das aktual Unend-
liche - unendlich nicht hinsichtlich seines un-
mittelbaren Ist-Zustands, sondern hinsichtlich
seiner kunftigen Entwicklung)...

Wie ich an anderer Stelle betont habe, ha-
ben die menschlichen Geisteskrafte, die wir mit
wahrer Erkenntnis in Verbindung bringen, keine
einfache biologische Grundlage. Erkenntnis, wie
etwa die von Johannes Kepler entdeckte Gravi-
tation, ist Ausdruck von tatsachlich ontologisch

transfiniter Geistestatigkeit. Sie ist Ausdruck ei-
nes wirklichen Prinzips des ganzen Universums,
so wie auch die Gravitation ein anderes solches
Prinzip ausdruckt, ein Prinzip, auf das der bio-
logische Geistesapparat des menschlichen Indi-
viduums sozusagen ,abgestimmt” ist. (Tieren
hingegen fehlt eine solche Resonanz.) Das wie-
derholte Losen von Ratseln, deren Losungen im
wesentlichen nichtlinear (d.h. nicht reduktio-
nistisch) sind, indem die entsprechende Stim-
mung des menschlichen Wahrnehmungsappa-
rates gestarkt wird, verbessert die Abstimmung
der individuellen Erkenntniskrafte des mensch-
lichen Geistes genauso wie die klassische Kunst
(d.h. das Erbe Johann Sebastian Bachs) - wo-
hingegen reduktionistische Erorterungen die
»Stimmung” des menschlichen Geistes und die
von Reduktionismus durchsetzte Kultur tenden-
ziell stort und schwacht.”

(Lyndon H. LaRouche, jun., ,Meine friihe Be-
gegnung mit Leibniz: Uber die Monadologie”,
Neue Solidaritét Nr. 51/52, 2016)

Kurftirstin Sophie setzt Gottfried Wilhelm Leibniz den Lorbeerkranz auf
Leibniz-Ehrung durch Sophie-Charlotte: Geschichtsfries am Neuen Rathaus Hannover, 1700.
(Karl Gundelach, cc)
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man fur den Radius des mutmallichen isoperi-
metrischen Kreises

r,=9/32+17100

und fir den Kreisdurchmesser die doppelte
Lange, namlich

d=9/16 *N17100.
Teilt man nun den Umfang
U=3AB=3¢2e+2700

durch den Durchmesser d, so erhalten wir
4,2385..., und das ist ein viel zu hoher Wert fir m.

Auch wenn wir MG um 3/8 MG verlangern,
kommen wir nicht zum Ziel (wie jeder leicht
selbst ausrechnen kann). Aber jetzt wissen wir
immerhin, dal} der Radius des isoperimetrischen
Kreises nicht durch G verlauft (siehe Abbildung
15).

Machen wir, genau wie der Cusaner, einen
anderen Versuch: Ziehen wir eine Linie durch
einen Punkt H nahe bei B, wobei H diesmal 1/8
der Gesamtstrecke AB von B und um 3/8 der
Strecke AB von F entfernt ist, und verlangern
MH im Verhaltnis HB/AB (= 1/8) oder im Ver-
haltnis FH/AB (= 3/8). In beiden Fallen werden
wir sehen, dal} die Strecke grofRer ist als die ge-
suchte.

Nun konnen sich wahrscheinlich schon den-
ken, worauf Nikolaus mit diesem symmetri-
schen Vorgehen hinauswill, dal} er namlich den
gesuchten Schnittpunkt X des isoperimetrischen
Radius mit der Dreieckseite genau in der Mitte
zwischen F und B vermutet, wo er jeweils um
das gleiche Verhaltnis 1/4 der Gesamtstrecke AB
von F wie von B entfernt ist. Das ist seine Hypo-
these: Wenn man MX um das gleiche Verhaltnis
verlangert, erhalt man den Radius des isoperi-
metrischen Kreises.

Wird man daraus nun einen absolut genauen
Wert flr = erhalten? Horen wir, was Nikolaus von
Kues Uber das Thema , Genauigkeit” in seinem
Dialog Der Laie Uber den Geist zu sagen hat:

Redner: ,,Mit solchen Bestimmungen also, die
ein Mehr oder Weniger zulassen, ladt sich kein
Begriff von Gott bilden.”

Laie: ,Ganz richtig. Da Gott unendlich ist,
sind ihm Begriffe um so weniger angemessen,
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je offener sie ein Mehr oder Weniger zulassen.
Deshalb gibt es von diesen her keinen Zugang
zum Unendlichen, wie es sich bei der Zahl
oder bei der Teilung des Kontinuums feststel-
len laRt.”

Redner: ,Dann gibt es in dieser Welt uberhaupt
keine Genauigkeit, keine Richtigkeit, Wahrheit,
Gerechtigkeit, kein Gutsein, da wir doch aus der
Erfahrung wissen, dal} eins genauer ist als das
andere, eine Abbildung genauer als die andere.
Und genau so ist es mit der Richtigkeit, denn
eins ist immer richtiger als das andere und eins
besser als das andere.”

Laie: ,,Darin hast du recht. Was mit dem Mehr
und Weniger nichts zu tun hat, ist nicht von die-
ser Welt. Hier findet man nichts, was so genau
ware, dal¥ es nicht noch genauer sein konnte,
und nichts so richtiges, dal} es nicht noch richti-
ger, nichts so Wahres, dal} es nicht noch wabhrer,
nichts so gerechtes, dal} es nicht noch gerechter,
und nichts so Gutes, dal} es nicht noch besser
sein konnte. Genauigkeit, Richtigkeit, Wahrheit,
Gerechtigkeit, Gutsein, so wie man sie in dieser
Welt antreffen kann, sind immer nur ein Teilha-
ben am Unbedingten, Abbildhaftes zu jenem Ur-
bildlichen. Vom Urbildlichen spreche ich in der
Mehrzahl, insofern wir die Verschiedenheit der
Dinge in Bezug setzen zur Verschiedenheit ihrer
Urgrunde. In Wirklichkeit sind sie alle in einem
einzigen Urbild, denn im Unbedingten fallen sie
zusammen.” (Der Laie tiber den Geist)

Wenn wir jetzt noch einmal einen Blick auf
unser geometrisches Beispiel dieser komple-
xen Uberlegungen werfen, so erkennen wir,
dal Nikolaus von Kues alle groReren und wei-
terfiihrenden philosophischen Uberlegungen
darin versinnbildlicht hat. Im Aufsuchen des
scheinbar unerreichbaren, ,,unendlich entfern-
ten” isoperimetrischen Kreises zeigt er uns die
Moglichkeit des menschlichen Geistes, dieses
Unendliche - soviel es auch dem verstandesma-
Rigen Denken widerstreben mag - durch einen
Prozel} des Vergleichens auf einer hoheren Er-
kenntnisebene zu ,ergreifen”. Diese Existenz
des Unendlichen als echte, mogliche GroRe
im menschlichen Kopfe, haben nach ihm zum
Beispiel der grofRRe Gelehrte Gottfried Wilhelm
Leibniz mit seiner Idee der Infinitesimalrech-
nung und auch der bedeutende Mathematiker
Georg Cantor in seiner ,,Mannigfaltigkeitsleh-
re” erwogen.



Kapitel 7: Die Kunst, zur Koinzidenz
der Extreme zu gelangen

Laut Nikolaus kann der menschliche Geist durch
einen Prozel} des Unterscheidens und Verglei-
chens seine Erkenntniskraft ausreichend vergro-
Rern, um ein Paradox zu begreifen. Dieses Para-
dox besteht in unserer Untersuchung darin, dal
wir das Verhaltnis zwischen dem , krummen”
Kreisumfang zu seinem ,geraden” Durchmes-
ser verstehen wollen. Horen wir den Cusaner
selbst:

. Vieleckfiguren mit gleichlangen Seiten nennt
man isopleure; wenn sie bei gleicher Seitenlan-
ge den namlichen Umfang haben, heilRen sie
isoperimetrisch. Unter allen isoperimetrischen
Figuren hat bekanntlich das Dreieck die klein-
ste Flache. Da eine isoperimetrische Figur um so
mehr Flache einschlieBt, je mehr Winkel sie hat,
wird der Kreis unter allen isoperimetrischen Fi-
guren die grofite Flache haben. Durch Vervielfa-
chen der Winkel kann man ihn nicht erreichen,
wie man auch bei der Zahl nicht zu einem Ma-
ximum kommen kann. Kein Vieleck kann zum
isoperimetrischen Kreis ein rationales Verhaltnis
haben.

Weil aber die Flachendifferenz umfangsglei-
cher Figuren der Differenz der Halbmesser (Ra-
dien) ihrer einbeschriebenen Kreise entspricht
(wie schon friher bekannt war), deshalb wird
weder der einbeschriebene Kreis, der kleiner ist,
noch der umbeschriebene Kreis, der grofer ist,
zum isoperimetrischen ein rationales Verhaltnis
haben. Die Differenz der Halbmesser besagter
Kreise ist beim Dreieck am grofiten, bei ande-
ren Vielecken wird sie schrittweise kleiner. Beim
isoperimetrischen Kreis fallen die Halbmesser
zusammen, da hier Inkreis, Umkreis und Kreis
selbst zusammenfallen. Es ist also zu untersu-
chen, durch welche Kunst wir zur Koinzidenz
und zu unserm Ziel gelangen kénnen.” (De geo-
metricis transmutationibus, ,Von den geometri-
schen Verwandlungen®)

Betrachten wir noch einmal das Dreieck ABC.
Wir hatten gesehen, dal die Schnittpunkte der
Radien mit der oberen Seite des Dreiecks bei
den verschiedenen isoperimetrischen Vielecken
unterschiedlich weit vom Eckpunkt B und dem

Seitenmittelpunkt F entfernt sind. Sie nahern
sich F und ricken von B ab, je mehr Seiten das
Vieleck hat bzw. je groRer die Vieleckflache wird
(siehe Abbildung 16).

Wie sich also dieser Schnittpunkt in Vielecken
mit wachsender Flache der Seitenmitte (bzw. ei-
nem Punkt zwischen Seitenmitte F und Dreieck-
secke B) stetig nahert bis zum Zusammenfallen
dieser drei Punkte im groten Vieleck, so riickt
er notwendig in den Vielecken mit geringerer
Flache von F ab, bis er im kleinsten Vieleck wie-
der am Eckpunkt B anlangt.

In seiner Schrift Uber die Vermutungen schreibt
Nikolaus von Kues:

»Die Genauigkeit der Wahrheit ist unerreich-
bar. Daraus ergibt sich, dall der Mensch nur in
der Weise der Vermutung zu wahren Aussagen
gelangen kann. Denn im Erfassen des Wahren
gibt es eine unaufhorliche Steigerung. Des-
halb steht auch unser tatsachliches Wissen in
keinem Verhaltnis zu jener hochsten, fur den
Menschen unzuganglichen Wissenschaft, und
die Unsicherheit unseres schwachlichen Erfas-
sens lalt unsere Feststellungen hinter der rei-
nen Wahrheit als bloRe Vermutungen des Wah-

Abbildung 16
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Abbildung 17: Wie Nikolaus vermutete, fiihrt
der gesuchte Radius des isoperimetrischen
Kreises durch den Punkt E. Das Verhdltnis der
Strecke EF ist dasselbe wie EB zu AB,
ndmlich 1/4. Wenn man die Strecke ME
um 1/4 verlangert, wird sie zum
isoperimetrischen Radius.

ren zuriickbleiben.” (De coniecturis, ,Uber die
Vermutungen”)

Nikolaus nahm nun an, dall der Schnittpunkt
X des gesuchten Radius des isoperimetrischen
Kreises mit der Dreiecksseite AB diese in den
gleichen Proportionen unterteilen misse wie
den Radius selbst: Also musse man die Strecke
vom Mittelpunkt M bis X im gleichen Verhaltnis
verlangern wie der Abstand XF zur Dreiecksei-
te AB, also in diesem Falle XF/AB, oder wie der
Abstand XB zur Dreieckseite AB, also XB/AB. Al-
les kam nun darauf an, das richtige Verhaltnis
zu finden. In der letzten Folge war unser Radius
entweder zu kurz oder zu lang geraten, und wir
waren auf die Vermutung verfallen, dall unser
gesuchter Punkt X genau in der Mitte zwischen
den Punkten F und B liegen misse. Fur diesen
Punkt E sind die Verhaltnisse EF/AB sowie EB/AB
beide die gleichen, namlich jeweils ein Viertel
(siehe Abbildung 17).

Dies wollen wir jetzt an einem Zahlenbeispiel
uberprifen, und Sie werden sehen, dal} wir so-
gar einen relativ genauen Wert flr = erhalten
werden. Erschrecken Sie dabei nicht uber die
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viele Rechnerei. Sie ist keineswegs Selbstzweck,
sondern Abbild fir etwas anderes. So schreibt
Nikolaus von Kues selbst tber Sinn und Bedeu-
tung der Geometrie und Mathematik:

,Alles Sinnliche aber ist, auf Grund der in
ihm uberschieRenden Madoglichkeit der Mate-
rie, in fortwahrender Unbestandigkeit. Wenn
man aber abstraktere Gegenstande als jene be-
trachtet, namlich solche, die zwar nicht véllig
der materiellen Beimengung entbehren, ohne
die sie nicht vorgestellt werden konnten, aber
auch nicht nur einem vagen Maoglichkeitsden-
ken zugrunde liegen, so sehen wir, dal} es sol-
che von hochster Bestandigkeit und fir uns
von hochster Gewillheit gibt. Von dieser Art
sind die mathematischen Gegenstande. Daher
haben die Weisen Beispiele fur Dinge, die nur
mit der Vernunft zu erforschen sind, mit Recht
aus dem mathematischen Bereich genommen,;
und keiner der Alten, sofern er fiir bedeutend
gehalten wird, ist an schwierige Probleme an-
ders als mit einem mathematischen Vergleich
herangegangen...

Hat nicht Pythagoras, der erste Philosoph
dem Namen und der Sache nach, die gesamte
Erforschung der Wahrheit auf die Mathematik
gegrundet? Die Platoniker und die ersten christ-
lichen Philosophen sind ihm darin so weit ge-
folgt, dall Augustinus und nach ihm Boethius
behaupteten, das urspriingliche Urbild der zu
schaffenden Dinge in Gottes Vernunft sei ohne
Zweifel die Zahl gewesen...

Auf diesem Wege der Alten schreiten wir, mit
ihnen gehen wir zusammen, wenn wir sagen:
Konnen wir uns dem Goéttlichen auf keinem
anderen Wege als durch Symbole nahern, so
werden wir uns am passendsten der mathema-
tischen Symbole bedienen, denn diese besitzen
unzerstorbare Gewillheit.” (De docta ignorantia,
,Die belehrte Unwissenheit”)

Wenden wir uns aber wieder unserem Zahlen-
beispiel zu, um unsere vergleichenden Uberle-
gungen uber die Verhaltnisse der In- und Um-
kreise auf ihren Wahrheitsgehalt zu uberpru-
fen:

Die Strecke FE betragt genau ein Viertel der
Dreiecksseite AB, d.h. FE = 1/4 AB. Wir wollen die
gleichen Zahlenwerte unseres Beispiels aus der
letzten Folge benutzen: Fir den Inkreisradius MF
des Dreiecks ABC hatten wir einen Wert von MF



Pythagoras, Skulptur von J6rg Syrlin d.A.,
Chorgesttihl des Ulmer Mtinsters, um 1470.
(Joachim Kéhler, cc-by-sa 4.0)

= 30 und fir den Umkreisradius MB = 60 ange-
nommen. Eine Dreieckseite war AB = 2 ¢ 12700
und die Strecke zwischen F und E ein Viertel die-
ses Betrages, also FE = 1/2 ¢ ¥2700. Um nun den
Zahlenwert der Strecke ME zu erhalten, wenden
wir den Satz des Pythagoras auf das rechtwinkli-
ge Dreieck EFM an und erhalten folgende Bezie-
hung:

ME2 = 302 + (1/2 * \2700?
=900 + 2700/4

Daraus erhalten wir:
MEZ2 =900 + 675 =1575

und wir brauchen nur noch die Wurzel ziehen,
um den Betrag der Strecke vom Mittelpunkt M
zur Dreiecksseite zu erhalten, d.h.

ME = V1575

Jetzt mussen wir ME aber noch um ein Viertel
verlangern, um dann endlich die Lange des Ra-
dius r_ des isoperimetrischen Kreises vor uns zu
haben:

r., = ME + 1/4 ME = 5/4 ME,

in Zahlen:

r,=5/4 1575

Der Durchmesser d  des isoperimetrischen
Kreises ist doppelt so lang wie r,_:

d, =2e5/41575

Jetzt wollen wir auch das Verhaltnis © zwischen
Umfang und Durchmesser des Kreises berech-
nen, wobei wir uns erinnern, dal} wie bei allen
Vielecken auch der zu ihnen isoperimetrische
Kreis den folgenden Umfang besal’:

U=3e2e+2700

Fur das Verhaltnis zwischen Umfang und
Durchmesser des isoperimetrischen Kreises er-
gibt sich demnach:

U/d=6~2700/2 e 5/4 1575

=12/5 ¢ \2700/\1575
=3,1423376
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Dies ist kein schlechtes Ergebnis fur die Propor-
tionale nt! Wir hatten also mit Nikolaus von Kues
ganz richtig vermutet, dal} der Punkt E derjeni-
ge sei, welcher ,am genauesten” den Schnitt-
punkt des isoperimetrischen Kreisradius mit der
Dreieckseite trafe. Wie genau aber? Der Cusaner
meint dazu:

,,und so kann man nicht wissen, um wieviel
er (d.h. dieser Punkt, C.H.) von der letzten Ge-
nauigkeit abweicht, da er mit einer gewohnli-
chen Zahl nicht erreichbar ist. Und deshalb lal3t
sich dieser Fehler auch nicht beheben, da er
nur durch eine hohere Einsicht und keineswegs
durch einen sichtbaren Versuch fallbar ist. Dar-
aus allein kannst Du nun wissen, dal} erst in dem
unserem Wissen unzuganglichen Bereich ein ge-
nauerer Wert erreicht wird. Ich habe nicht ge-
funden, dal} diese Erkenntnis bisher tberliefert
wurde.”

Sie konnten zum Beispiel, wenn Sie noch ge-
nauere Werte fur n erhalten wollen, die gleiche
Prozedur bei einem Viereck, Flinfeck oder Sechs-
eck durchfuhren, indem Sie jeweils die obere
waagerechte Seite des Vielecks betrachten und
die Werte fur die Lange dieser Vielecksseite, die
Strecke vom Mittelpunkt M zum vierten Teil der
Seite und den Inkreisradius berechnen. Sie wir-
den dann einen immer genaueren Wert fur © er-
halten!

Dennoch wollen wir uns mit dieser Erkenntnis
nicht zufrieden geben, obwohl sie uns viele in-
teressante Aufschlisse geliefert hat. Der Cusa-
ner hat namlich noch eine andere geometrische
»Verwandlung” erdacht, die wiederum mit dem
Vergleichen und Unterscheiden der In- und Um-
kreise zu tun hat. Wir werden also das nachste
Mal versuchen, die Leiter zu einer noch ,ge-
naueren” Wahrheit - die uns in das Gebiet der
Musik fihrt, welche nur eine andere Form der
Geometrie ist - zu erklimmen, wie es uns Niko-
laus von Kues erklart:

»S0 ist in jeder Untersuchung des Wahren, wo
wir vom einen zur Erkenntnis des anderen fort-
schreiten - vom Bekannten zum Unbekannten -,
das namliche zu bemerken, wie man namlich das
Wahre auf verschiedene und mannigfache Weise
vor der letzten Genauigkeit erreichen kann, durch
die eine Uberlegung genauer als durch die ande-
re, durch keine aber vollkommen genau, selbst
wenn der Fehler nicht in Erscheinung tritt. Das
Mal}, mit dem der Mensch die Erforschung der
Wahrheit anstrebt, hat zur Wahrheit selbst kein
rationales Verhaltnis, und daher nimmt derjeni-
ge, der sich diesseits der Genauigkeit beruhigt,
den Irrtum nicht wahr. Und darin unterscheiden
sich die Menschen: Die einen bristen sich, zur
vollen Genauigkeit vorgedrungen zu sein, deren
Unerreichbarkeit die Weisen erkennen, so dal%
jene die weiseren sind, die um ihre Unwissenheit
wissen.” (Uber die Kreisquadratur)

In der klassischen Musik wird die
hochste Idee des Komponisten
zwar in den Noten ausgedriickt
und durch immer besseres
Studieren und Proben darstellbar,
aber niemals , endgliltig genau”
im Sinne exakter Zahlenwerte.
Im Bild das Brainin-Trio mit (v.1.)
Norbert Brainin (Geige), Gtinther
Ludwig (Klavier) und Klaus Stoppel
(Violoncello).

(EIRNS, Dean Andromidas)
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Kapitel 8: Die Musik - eine andere Art,
Geometrie zu treiben

Bei unserer Untersuchung der proportionalen
Beziehung zwischen Umfang und Kreisdurch-
messer haben wir jetzt so manche Geheimnisse
kennengelernt. Die Untersuchung dieser ,Na-
turkonstanten” hat uns darauf gebracht, dal
es nicht unbedingt der Gipfel der Erkenntnis ist,
einen moglichst genauen Wert fur © zu ermit-
teln - denn dann hatten wir einfach auf unse-
ren Taschenrechner driicken kénnen -, sondern
dall der menschliche Geist das hinter der Frage
verborgene ,Paradoxon”, namlich den Wider-
spruch zwischen den Extremen des , krummen”
Kreisumfangs auf der einen und des , geraden”
Durchmessers auf der anderen Seite irgendwie
miteinander zu vergleichen, |6sen will. Dies
schaffen wir nicht mit dem ,linearen” Verstand,
doch Nikolaus von Kues hat uns den ,lebendi-
gen” Prozel unseres Geistes, bestandig Verglei-
che anzustellen, gezeigt.

Der Cusaner hat auch erkannt, dald dieser le-
bendige ProzeR nicht nur in der Geometrie, son-
dern auch in der Astronomie und in der Musik
angewandt wird. Denn in all diesen Bereichen
kommt es darauf an, ,krumme” Dinge durch
gerade Verhaltnisse zu erklaren. In der Astro-
nomie hat Carl Friedrich Gaul} z.B. die unbe-
kannte Bahn des Asteroiden Ceres durch die An-
wendung der spharischen Geometrie entdeckt
(siehe die Geometrieserie ,Wie Gauld die Bahn
des Ceres berechnete, Neue Solidaritdt Nr. 1-21,
1998), in der Musik sind es die Ubergéange ,,zwi-
schen” den Noten bzw. den Intervallen und vor
allem auch der Bau von Musikinstrumenten,
die einen Vergleich zwischen ,Krummem” und
»,Geradem” notig machen.

Nikolaus betonte deshalb die Bedeutung sei-
ner Entdeckung der , geometrischen Verwand-
lungen” fur die Musik:

~Aullerdem steht nach dem Vorigen fest, wie
jede Strecke Seite eines Dreiecks, eines Quadrats,
eines Flinfecks und so weiter sein kann, so kon-
nen ungezahlte krumme Linien gefunden wer-
den, die einer gegebenen Strecke gleich sind;
deshalb lassen sich auch Winkel finden, die sich
wie gegebene Strecken verhalten, d.h. wie Seite
und Diagonale im Quadrat oder wie Halbmesser

und Umfang im Kreis, und so in allen Fallen, und
ferner Flachen, die sich wie gegebene Strecken
verhalten. Daraus laldt sich das, was in der Geo-
metrie bisher verborgen blieb und was in der
Musik und in den musikalischen Instrumenten
unbekannt war, weiter verfolgen, so dal® dem,
der seinen Verstand anstrengen will, sich in al-
ler Klarheit erschlieft, was in der Geometrie je
wissensmoglich war, aber nicht wirklich gewult
wurde.” (Von den geometrischen Verwandlun-

gen)

Stellen Sie sich vor, jemand besucht - sagen
wir im Jahre 2753 - ein klassisches Konzert. Auf
dem Programm stehen Werke von Mozart, eine
Sinfonie von Beethoven und sogar ein Klavier-
konzert von Brahms - wunderbar! Doch statt des
Fltigels und der Stiihle und Notenstander fir
das Orchester steht vorne auf der Biihne nur ein
glanzender Apparat. Und als die Musik beginnt,
wird sie nicht von Menschen gespielt, sondern
eben von diesem Apparat, einem sogenannten
Synthesizer, mit dem man die Noten und alle
dynamischen Zeichen wie crescendo, diminuen-
do, sforzato, pianissimo usw., die der Komponist
in der Partitur vorgegeben hat, mit hoher Ge-
nauigkeit wiedergeben kann. Alle Instrumente
sind verbllffend gut wiedergegeben: Geigen,
Celli, Posaunen, Floten und Pauken. lhr Klang
erinnert sogar an den der jeweils besten altesten
.realen” Instrumente aus der grofRen Zeit des
kunstvollen Instrumentenbaus im 18. Jahrhun-
dert. Und sogar ein rubato - die Moglichkeit, zur
Verstarkung des Ausdrucks an bestimmten Stel-
len einzelne Noten langer oder eine ganze Pas-
sage langsamer zu spielen als die anderen, aber
dabei trotzdem insgesamt im Tempo zu bleiben
- leistet die Maschine ganz problemlos.

Einige altere Leute aber, die sich noch an Er-
zahlungen ihrer Vorfahren tber Konzertauffih-
rungen menschlicher Musiker und an das eige-
ne Singen und Musizieren erinnerten, finden,
dall diese Musik irgendwie anders war - nicht
so ,exakt schon”, aber irgendwie anders schon.

Diese ,Vorschau” in die Zukunft mag man-
chem Ubertrieben vorkommen, doch wenn man
heute eine brandneue , exakt schone” Hifi-Auf-
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nahme anhort und sie mit Darbietungen eines
Joseph Joachim, Pablo Casals, Fritz Wunderlich
oder einer Erna Berger vergleicht, vermil’t man
da nicht etwas? Aber was? Was bedeutet - nach-
dem wir uns einige Zeit mit der Frage der Genau-
igkeit beim Vergleich zwischen dem , krummen”
Kreis und den ,,geraden” Vielecken beschaftigt
haben - ,exakt schon”?

In der Musik haben wir es nicht nur mit ir-
gendwelchen exakt erzeugbaren Schallwellen
zu tun, vielmehr griindet sich ein grofRles Werk
zuallererst auf eine Idee, die mittels der verschie-
densten Intervalle, deren Umkehrungen etc.
ausgedruiickt und vielleicht besser als , Spiel” mit
dem ,Vergleichen zwischen Tonen”, den ., Uber-
gangen zwischen Tonen” und deren Variatio-
nen bezeichnet werden konnte. Das Problem ist
aber auch hier, dal} die hochste Idee des Kom-
ponisten zwar in den Noten ausgedruckt ist und
durch immer besseres Studieren und Proben
darstellbar wird, aber niemals , endgultig ge-
nau”; denn wie auch in der Geometrie ist die
Erkenntnis durch das rein verstandesmaRige An-
nahern nicht erreichbar. Aber die Erkenntniskraft
des Menschen kann die Idee hinter den Noten
,erahnen”, wenn er nach Wahrheit strebt.

Ein Musikstlick ist deshalb in jedem noch so
kleinen Bereich , krumm?®, oder anders ausge-
driickt: Der Ubergang von einem Ton zum néch-
sten kann nicht nur auf so viele Weisen, wie es
Menschen gibt, ausgedruckt werden, sondern
im Prinzip auf ,unendlich” viele verschiedene
Weisen.

Bei der Erarbeitung eines Stlickes geht es nun
darum, aus diesen Moglichkeiten die ,wahrste”
herauszuarbeiten, die der Idee des Komponisten
am nachsten kommt. Vielleicht ist es in der Mu-
sik sogar diese ,,Wahrhaftigkeit”, die letztendlich
fur den Ausdruck und die hérenden Menschen
entscheidend ist und deshalb vor der Exaktheit
oder Genauigkeit an erster Stelle stehen mul}.

Wir wollen jetzt einmal Nikolaus’ Gedanken
zur Musik betrachten und uns diese nachher an
geometrischen Beispielen verdeutlichen:

»~Auch in der Musik gibt es nach jener Regel
keine Genauigkeit. Kein Ding kommt namlich
mit einem anderen in Gewicht, Lange und Dich-
te Uberein; ebensowenig ist es moglich, im ge-
nauen Sinne harmonische Verhaltnisse zwischen
den Tonen von Floten, Glocken und anderen
Instrumenten sowie menschlichen Stimmen zu

finden; die Harmonie konnte immer noch ge-
nauer bestimmt werden. Auch ist der Grad der
wahren Entsprechung bei verschiedenen In-
strumenten nicht derselbe, ebensowenig wie
bei verschiedenen Menschen; sondern in allem
herrscht eine notwendige Verschiedenheit nach
Ort, Zeit, Verknupfung und dergleichen.” (De
docta ignorantia, ,Die belehrte Unwissenheit”)

Betrachten wir noch einmal das geometrische
Beispiel von Nikolaus von Kues: Wir waren vom
Dreieck, dem kleinstmoglichen Vieleck, ausge-
gangen, hatten den In- und Umkreis untersucht
und durch Betrachtung einiger umfangsglei-
cher (d.h. isoperimetrischer) weiterer Vielecke
und ihrer In- und Umkreise erkannt, dall der
menschliche Geist nur auf dem Wege des be-
standigen , Vergleichens” dieser unterschiedli-
chen Verhaltnisse letztendlich zum isoperime-
trischen Kreis gelangen kann. Dabei muften
wir feststellen, dal® wir diesen Kreis zwar geo-
metrisch genau bestimmen konnen, der Grad
dieser Genauigkeit (z.B. in Stellen nach dem
Komma fir ©) immer noch gesteigert werden
kann.

Die Verhaltnisse zwischen In- und Umkreisen
der Vielecke kann man auch mit den musikali-
schen Intervallen vergleichen. Wir wollen uns
einige dieser , Intervalle” betrachten und gehen
dabei wiederum vom Dreieck aus: Das Dreieck
hatte von allen Vielecken den kleinsten Inkreis
und den groRten Umkreis. Der Unterschied zwi-
schen Umkreisradius r, und Inkreisradius ¢, ist
daher beim Dreieck am groRten.

Wie Sie sich erinnern werden, konnten wir noch
eine andere interessante Beziehung zwischen
Inkreis- und Umbkreisradius feststellen, namlich
dal} hier ¢, genau die Halfte von r, betragt.

Dies konnen Sie erkennen, wenn Sie wie in Ab-
bildung 18 aus dem Umkreisradius des Dreiecks
im selben Umkreis ein gleichseitiges Sechseck
konstruieren und nun eines der sechs kleinen
Dreiecke im Sechseck betrachten. Die Mittel-
senkrechte dieses Dreiecks teilt namlich unseren
Radius r, in zwei Halften der Lange ¢, unseres
Ausgangsdreiecks. Das Verhaltnis ¢,: ryist 1 : 2,
was in der Musik einer Oktave entspricht.

Betrachten wir jetzt ein weiteres Vieleck, das
Viereck oder Quadrat (siehe Abbildung 2):

Hier konnen wir sofort eine sehr einfache Be-
ziehung zwischen Inkreis- und Umkreisradius



erkennen. Der Inkreisradius ¢, ist offensichtlich
halb so lang wie die Viereckseite s,, und mit dem
Satz des Pythagoras erhalten wir

r,2=¢,>+(s,/2)
=29 (c,/2)
= g42/2

Das heilt: g,2=2er2

und wir erhalten eine Beziehung von ¢, zum
Umkreisradius r, von V2, was angenahert einem
Verhaltnis von 3 : 2 entspricht. Dies ist in der
Musik das Intervall der Quinte.

Der geistige Prozel} des standigen Vergleichens
findet also nicht nur in der Geometrie, sondern
bei der Benutzung von Intervallen und ihren
Umkehrungen auch in der ,,musikalischen” Geo-
metrie statt. Die , hochste Idee” der Kompositi-
on - die bei unserer Suche nach n dem isoperi-
metrischen Kreis entspricht - wird von der durch
den Kunstler auf unendlich verschiedene Weise
gestaltbaren , Bewegung” zwischen den Noten
immer besser und ,wahrhafter” ausgedrickt als
von einem noch so ausgekligelten Apparat.

Es ist ganz offensichtlich, dall unser Synthesizer
bzw. Computer diese hochste Idee niemals in der
gleichen Weise wie ein Mensch darstellen kann,
denn ein Computer ist eine Maschine, die auf die
eindeutig festgelegte Gestaltungsmaoglichkeit
ihres Programms eingeschrankt ist. Der Mensch
aber vermag diese hochste Idee der Kompositi-
onskraft seines Geistes nicht nur auszudriicken,
er vermag sie auch zu vermitteln. Die Musik und
auch die Geometrie sind namlich ,,Mdglichkei-
ten”, Ideen zwischen den Menschen von einem
Geist zum anderen zu kommunizieren. Der Po-
litiker und Philosoph Lyndon LaRouche schrieb
in seiner Schrift Politik als Kunst, wenn es den
ausfuhrenden Musikern gelingt, in einem Mu-
sikstlick das auszudriicken, was ,zwischen den
Noten” steht, und diese Idee des Komponisten
und der Musiker ,Seele und Geist des Publikums
erreicht, dann ist dies nur deshalb moglich, weil
zwischen den entsprechenden Aspekten der
schopferischen Erkenntnisprozesse der Beteilig-
ten eine Resonanz besteht.”

Die , exakte Schonheit” der Tone einer Ma-
schine dagegen ist eine aulerst statische Ange-
legenheit. Nikolaus von Kues schrieb uber die
aullerordentliche Fahigkeit des menschlichen
Geistes, die Krimmung bis in den kleinsten Be-

C
Abbildung 18: In einem gleichseitigen
Dreieck ABC ist der Umkreisradius r,
doppelt so lang wie der Inkreisradius ¢ ..
Dies erkennen Sie leicht, wenn Sie aus den
Umkreisradien des Dreiecks ein gleichseitiges
Sechseck konstruieren: r3/g, = 2/1.
In der Musik entspricht dieses Verhdltnis
zweier Saiten der Oktave.
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Abbildung 19: Beim Viereck ist das
Verhdltnis zwischen Inkreis- und
Umkreisradius ungefédhr 2:3, welches
in der Musik die Quinte darstellt.

33




reich erfassen, ausdriicken und dadurch vermit-
teln zu konnen:

»...denn die Menschlichkeit (das Menschsein)
ist eine Einheit, was bedeutet, dal} sie eine Un-
endlichkeit im Menschen ist. Nun ist es aber das
Wesen einer solchen Einheit, Seiendes aus sich
zu entfalten, denn sie umschliet in ihrer Ein-
fachheit eine Vielfalt des Seienden... Die Einheit
des Menschlichen, verwirklicht im konkreten
menschlichen Dasein, scheint das All in der ihr

Violine von Andrea Amati, gebaut
ca. 1558/59 in Cremona, Italien,
Metropolitan Museum of Art, New York.
(J.Ardiles-Arce, Wikimedia Commons/CC 3.0)
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gemallen Weise einzuschlielen. Die Kraft dieser
Einheit nimmt es mit dem All auf und zwingt es
in die Gewalt des Menschen, so dal} nichts sei-
ner Herrschaft entgeht. Denn alles traut er sich,
mit den Sinnen oder der Vernunft oder Einsicht
zu erfassen. Diese in ihm liegenden Fahigkeiten
fuhren zu einer Selbsteinschatzung, die an al-
les nach dem Malstab des Menschlichen her-
angehen zu konnen glaubt. Der Mensch ist ein
Gott, wenn auch nicht im absoluten Sinne, weil
er eben nur Mensch ist; also: ein menschlicher
Gott. Der Mensch ist aber auch die Welt, wenn
er auch nicht alles konkret sein kann, eben weil
er Mensch ist; also ist er ein Mikrokosmos oder
eine menschliche Welt...” (Uber die Vermutun-

gen)

Bemerkenswert ist, dal® Nikolaus das, was wir
heute an Klang- und Ausdrucksmoglichkeiten
der Instrumente, an glanzender Virtuositat der
Klnstler erleben, nicht nur als erster als , Poten-
tial” erkannte, sondern sogar die Grundlagen
dazu schuf. Das betrifft vor allem den Instrumen-
tenbau, aber auch die Frage der ,, Stimmung”.

Zu Nikolaus’ Zeit waren weder die Kreisfunk-
tionen, die sogenannten trigonometrischen
Funktionen wie Sinus und Cosinus entwickelt
- erste genaue Sinustabellen wurden erst von
Regiomontan angelegt, der auch den Cosinus
.erfand” -, noch hatte man genaue Vorstellun-
gen von der , Wohltemperierung”, welche erst
Variationen und Modulationen durch alle Ton-
arten erlaubt.

(siehe zu dem Thema auch die Sonderdrucke:
»Leonardo da Vinci und die Musik” und ,, Warum
ist das Schone schon?")



Letztes Kapitel: Die Konstruktion
des isoperimetrischen Kreises

Nikolaus von Kues zeigt mit seinen Untersuchun-
gen, dall der Mensch zwar nicht auf ,,geradem”
bzw. verstandesmalligem (oder zahlenmaRig
Jlinearem”) Wege zum Begreifen der Unend-
lichkeit gelangt, sondern durch ein seinem Geist
innewohnendes ,lebendiges” Vermogen des
»Vergleichens”.

Was bedeutet dies fur die Konstruktion des
isoperimetrischen Kreises, wenn man versucht,
diese bildlich darzustellen? Die bildliche Darstel-
lung zeigt wiederum, dal} der ,rechnende” Ver-
stand niemals genaueste Zahlenwerte erlangt,
die Erkenntniskraft ihm aber vorauseilt und die
Unendlichkeit erfassen kann.

Betrachten wir nochmals die Zeichnung des
Dreiecks mit seinem In- und Umkreis mit dem
konkreten Zahlenbeispiel, also einem Umfang
von 30 cm. Dann ist eine Dreieckseite 10 cm
lang. Am besten konstruieren Sie gleich auch
das zum Dreieck umfangsgleiche Viereck (Sei-
tenlange 7,5 cm) mit seinem In- und Umkreis
um den gleichen Mittelpunkt, denn wir werden
es spater noch brauchen (siehe Abbildung 20).

Wir hatten in den letzten Folgen festgestellt,
dal die Inkreise der Vielecke mit steigender Sei-
tenzahl immer groler, die Umkreise dagegen
immer kleiner werden, und dal} sie irgendwo
zusammenfallen und eins werden. Die Frage
war nur: wo bzw. wann? Der Verstand sagt uns
bei diesen Fragen immer: ,Das ist nicht genau
zu erklaren, das kann man nicht begreifen, also
sparen wir uns die Muhe...” Doch der Geist und
unsere Erkenntniskraft will es doch versuchen,
die Stufe zu immer grolerer Einsicht zu erklim-
men, immer naher an die letztendliche Wahr-
heit zu gelangen. Er kann diese letzte Stufe so-
gar ,sehen”.

So ist es heute nach der Entdeckung der Rech-
nung mit Infinitesimalen durch Leibniz, dal} wir
den Wert z.B. einer Mathematischen Folge ge-
nau angeben und gar nicht mehr dartuber nach-
denken, dal} dies vor den Untersuchungen von
Cusa unmaoglich war.

Dal} wir dies konnen, zeigt uns die Erforschung
der Naturkonstanten, denn dadurch erreichen
wir nicht nur einen immer groReren Einblick

in Gesetze der Naturprozesse, sondern erfah-
ren auch, welch grolRe Freiheit des Denkens
der Mensch sich durch seine eigene Erkennt-
nis schaffen kann. Die Losung von Paradoxen
gelingt allerdings nur, wenn man das Umfeld
dieses Paradoxes immer sorgfaltiger untersucht
und die dem Problem zugrundeliegende Geo-
metrie erkundet.

Die Agypter konnten mit ihrer Berechnung
von 1 nur den Rauminhalt ihrer runden Frucht-
speicher berechnen, weil sie sich damit begnug-
ten, das statische Gebilde Kreis zu untersuchen.
Archimedes hatte dagegen durch seinen ,, Anna-
herungsproze3” an den Kreis durch immer viel-
eckigere Vielecke eine gewisse geometrische Be-
wegung zur Suche nach groRerer Genauigkeit
benutzt. Diese Erkenntnisse schufen den Zugang
zu den verschiedensten Arten mechanischer
Prozesse, welche die Menschen sich beim Bau
landwirtschaftlicher und handwerklicher Gerate,
von Waffen zur Landesverteidigung, aber auch
fur die Herstellung astronomischer Instrumente
zunutze machen konnten. Das brachte einen er-
heblichen Fortschritt fur die Menschheit.

C
Abbildung 20
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Und was brachte die Entdeckung des Nikolaus
von Kues? Sie bedeutete eine Revolution flr den
menschlichen Geist. Das Unendliche ist nun greif-
bar geworden. Archimedes hatte - nachdem er
eine Methode konstruiert hatte, wie man riesige
Schiffe vom Uferplatz ins Wasser bewegen kann
- gegenuber dem in Bewunderung staunenden
Konig Hieron hybristisch erklart:

,Gib mir einen Standpunkt aufRerhalb der Erde
und ich werde dieselbe in Bewegung setzen!”

Und Nikolaus von Kues zeigte, der Mensch ist
ein Gott, zwar ein menschlicher, aber doch ein
Gott, was soviel bedeutet wie: Sein Geist ist in ei-
nem standigen schopferischen Prozel} begriffen,
und er kann durch seine wachsende Erkenntnis-
kraft alle Paradoxe des Universums losen.

Betrachten wir noch einmal den Weg des ,, Ver-
gleichens” zwischen den In- und Umkreisen, den
Nikolaus vorgeschlagen hatte:

,Wir gehen hier von der Uberlegung aus, dal
Dreieck und Kreis von der Flache her Extreme
bilden. (Die Flache der Vielecke wird mit stei-
gender Seitenzahl immer grofRer und erreicht im
isoperimetrischen Kreis ein Maximum, C.H.). Im
Gegensatz zum Kreis, wo Inkreis und Umkreis zu-
sammenfallen, weichen im Dreieck Inkreis- und
Umkreishalbmesser (Radius) am starksten von-
einander ab. Dort ist der Umkreishalbmesser am
groldten, der Inkreishalbmesser am kleinsten, und
ihre Summe ist am kleinsten; umgekehrt ist die
Summe im Kreis gleich dem Kreisdurchmesser und
am grolten. Deshalb wissen wir, dal alle dazwi-
schen liegenden umfangsgleichen regelmalligen
Vielecke entsprechend ihrer Flache in jenen Strek-
ken sich der Gleichheit mit dem Kreishalbmesser
nahern. Wenn also eine GroRe bezeichnet wird als
UberschuR des Kreishalbmessers (iber den Inkreis-
halbmesser im Dreieck, und eine andere Grolde,
um die der Kreishalbmesser kleiner ist als der Um-
kreishalbmesser am Dreieck, dann wird sich jedes
dazwischenliegende Vieleck entsprechend seiner
Flache im Uberschul seines Inkreishalbmessers
uber den des Dreiecks und im Unterschied zwi-
schen seinem Umkreishalbmesser und dem des
Dreiecks proportional verhalten. Denn da sich jene
GrolRen verandern, weil die Flachen verschieden
grol} sind, kann ihr Verhaltnis kein anderes sein als
das Verhaltnis der Flachen.” (De Quadratura Circuli,
,Von der Kreisquadratur”)
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Genauer ausgedruckt heil’t dies: Das Verhaltnis
zwischen dem , Unterschu” (dem ,Weniger”)
des Vierecks-Umkreisradius unter dem des Drei-
ecks auf der einen, und dem , UberschuR” des
Vierecks-Inkreisradius Uiber den des Dreiecks ist
das gleiche wie das Verhaltnis zwischen ,,Unter-
schul¥” von Umbkreisradius des Kreises unter dem
des Dreiecks zum ,, UberschulR” des Inkreisradius
des Kreises Uiber den des Dreiecks. Da Umkreis-
und Inkreisradius beim umfangsgleichen Kreis
aber in eins zusammenfallen, konnen wir diese
Verhaltnisse folgendermalien darstellen:

(r,-r,): (g, —c,) ist also das gleiche wie:

(r3 - riso) : (giso - C-.>3 )'
wobei wir bedenken mussen, dal r = ¢_ ist.

Wenn wir die Verhaltnisse nun nach r,_ auflo-
sen - denn wir wollen ja das Verhaltnis U/d fin-
den -, erhalten wir farr_:

Mso = S3 (2 G4~ r4)

Sy +G,- T,

Diese Verhaltnisse wollen wir nun in einer
Zeichnung darstellen, weil man ihre Bedeutung
dann viel klarer erkennen kann. In dieser Zeich-
nung sollten Sie alle tatsachlichen Langen und
Abstande der ersten Abbildung benutzen (siehe
Abbildung 21):

Wir zeichnen eine vertikale Linie, an deren Ful}
wir den Mittelpunkt M unseres Dreiecks und
Vierecks (bzw. aller In- und Umbkreise) markieren
und von M aus nach rechts eine Waagerechte
ziehen. Die Waagerechte kann so lang sein, wie
Sie wollen. Dann tragen wir oberhalb von M auf
der Vertikalen den Punkt F ein, dessen Abstand
von M genau die Lange des Dreiecks-Inkreisradi-
us betragt. Oberhalb von F tragen wir auch den
Punkt H ein, der von M aus einen Abstand der
Lange des Dreiecks-Umkreisradius hat, so dal}
der Abstand zwischen F und H genau die Dif-
ferenz zwischen Umkreis- und Inkreisradius des
Dreiecks darstellt.

Von F und H aus ziehen wir nun jeweils paral-
lel zur unteren Waagerechten zwei weitere waa-
gerechte Linien von unbestimmter Lange. Nun
betrachten wir das Viereck in unserer ersten Ab-
bildung: Der Abstand MN auf der Waagerech-



ten ist der ,UberschulR” des Inkreisradius des
Vierecks Uber den des Dreiecks. Auf dem Punkt
N errichten wir nun eine Vertikale parallel zur
Strecke MH. Diese Vertikale schneidet die bei-
den Waagerechten, die von F und H ausgehen.
Auf dieser Vertikalen tragen wir nun folgende
Punkte ein:

- den Punkt G, wobei der Abstand NG die Lan-
ge des Vierecks-Inkreisradius hat,

- und den Punkt E, der von N aus einen Ab-
stand von der Lange des Vierecks-Umbkreisradius
hat.

Wenn Sie nun die Abbildung 21 genau betrach-
ten, konnen Sie erkennen, dall das Stiickchen
zwischen E und der obersten Waagerechten den
,Unterschied” zwischen den Umkreisradien von
Dreieck und Viereck ausmacht, das Stlickchen
zwischen G und der mittleren Waagerechten
dagegen den ,UberschuR” des Vierecks-Inkrei-
ses Uber den des Dreiecks.

Wenn Sie jetzt von H aus eine Diagonale durch
E zeichnen, und eine weitere Diagonale von F
durch G, dann werden sich diese beiden Dia-
gonalen irgendwo schneiden, und diesen Punkt
wollen wir L nennen. Durch L zeichnen wir nun
parallel zu unserer ersten Vertikalen MH eine
neue Vertikale und nennen den Punkt, wo sie
auf die unterste Waagerechte trifft, X. Der Ab-
stand zwischen X und L aber ist der gesuchte
Radius des isoperimetrischen Kreises. In ihm fal-
len In- und Umkreisradius zusammen.

Diese geometrische Konstruktion des isoperi-
metrischen Kreises durch Nikolaus ist verblif-
fend einfach, nicht wahr? Wenn wir hingegen
den Zahlenwert fir @ = U/2r durch Einsetzen

unserer eben ermittelten Werte der Inkreis- und
Umkreisradien in die Gleichung der Verhaltnis-
se ermitteln wollten, so ware dies alles sehr viel
komplizierter und vor allem... viel ungenau-
er. Es zeigt sich erneut, der rein zahlenmaRige
Verstand kommt im ,unendlichen” Prozeld der
Wahrheitssuche nie zuende. Selbst wenn Sie ei-
nen Taschenrechner mit 20 Stellen hinter dem
Komma hatten, wiirden Sie immer noch nicht
die ,endgultige” Wahrheit iber @ gefunden ha-
ben...!

Es ware sicher interessant zu erfahren, wie un-
sere Vorfahren uberhaupt darauf gekommen
sind, dal} es sich bei dem Verhaltnis von Umfang
und Durchmesser um eine Konstante handelt.
Wir haben jedenfalls gesehen, dal} der Mensch
sich immer nur durch ,Vermutungen” oder Hy-
pothesen der Wahrheit nahern kann - und zwar
jeder Mensch in dem ihm von seinem Geist ge-
gebenen moglichen Grade. Dazu sagt Nikolaus
von Kues:

,Die verschiedenen Grade der Teilhabe an der
Wahrheit ergeben sich also aus der geringeren
oder grofReren Entfernung der Mdoglichkeit von
ihrer Verwirklichung. Die Annaherung lalt sich
aber nie bis zum Erreichen steigern. Und so blei-
ben die Lehren der Weisen Vermutungen. Die
Vermutung ist eine positive Aussage, die an der
Wahrheit selbst teilhat, aber in der Weise eines
Andersseins. Wie die Sinne an der hoheren Ein-
heit der Vernunft erst ihr eigenes Anderssein
erfahren und ihre Feststellungen dabei mit der
Genauigkeit vergleichen, so dal} sie als Vermu-
tungen hervortreten, so stof3t auch die Vernunft

Abbildung 21: Nikolaus’
Nikolaus’ Konstruktion des
isoperimetrischen Kreises.

Die beiden Linien von F durch G
und von H durch E schneiden sich
im Punkt L. MF ist der Inkreisradius,
MH der Umkreisradius des Dreiecks. G3

Vierecks, NE dessen Umbkreisradius.
Und ganz gleich, in welchem
Anstand N von M eingezeichnet
wird, fiir XL ergibt sich immer die
gleiche Lédnge: der Radius des
isoperimetrischen Kreises.

NG ist der Inkreisradius des t M

Radius des
isoperimetrischen
Kreises
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erstim Lichte der Einsicht auf ihr Anderssein und
erkennt ihr Zuruckbleiben hinter der Genauig-
keit als Vermutung. Und schlie3lich auch die Ein-
sicht selbst, als die der Verwirklichung nachste
Moglichkeit, erkennt an der gottlichen Einheit
mit Freude, dal} ihre Fahigkeit der Vermutung
die lichtvollste ist.” (Von den Vermutungen)

Diese Vermutungen - auch Hypothesen ge-
nannt, weil sie jedem Experiment vorangehen
-, haben uns geholfen, auf der Suche nach dem
universellen ,,Charakteristikum” des Kreises ei-
nige der ihm innewohnenden Geheimnisse ans
Licht zu bringen.

Eine interessante statistische Korrelation, die
eine gewisse Gesetzmaligkeit nahelegt, ist et-
was anderes als ein echtes Naturgesetz, eine Na-
turkonstante oder ein allgemeines Charakteristi-
kum unseres Universums. Der Unterschied liegt
im Grade ihrer Wahrheit, und dieser Grad ist bei
einer Konstanten wie dem Verhaltnis zwischen
Kreisumfang und Durchmesser ,absolut”. Man
kann auch sagen, ein solches Naturgesetz verrat
eine gewisse , Absicht des Schopfers”. Uber diese
Absicht immer mehr herauszufinden, bleibt der
immerwahrende Antrieb eines jeglichen Weisen
- ob Naturforscher, Philosoph oder Dichter.

Zum Schlufy unserer Untersuchung des Parado-
xons vom Vergleich zwischen dem , Krummen”
und , Geraden” wollen wir auf Max Plancks Au-

Anzeige

Fusion 2/2025:

Rerung uber die Bedeutung der Konstanten zu-
ruckkommen. Er selber entdeckte vor mehr als
hundert Jahren eine ganz neue Konstante, das
nach ihm benannte , Plancksche Wirkungsquan-
tum®”. Bei aller Verwirrung, die seine Hypothese
zur Energiequantelung verursachte, hielt er im-
mer daran fest, dal} es etwas absolut Glltiges,
eben die Konstanten, im Universum gebe:

,Wenn wir in so zahlreichen Fallen die Wahr-
nehmung machen, dal grofe und wichtige Pro-
bleme bei der Nachprufung sich als Scheinpro-
bleme entpuppen, ja dalR das Wort ,Wirklichkeit’
manchmal einen ganz verschiedenen Sinn hat,
je nachdem der Standpunkt der Betrachtung
gewahlt wird, kommt dann nicht unsere wissen-
schaftliche Erkenntnis auf einen flachen Relativis-
mus hinaus? Gibt es denn uberhaupt kein gulti-
ges Urteil, keine absolute Wirklichkeit, unabhan-
gig von irgendeinem besonderen Standpunkt?
Es ware schlimm, wenn dem so ware. Nein, wohl
gibt es in der Wissenschaft auch absolut richtige
und endgultige Satze, ebenso wie es in der Ethik
absolute Werte gibt, und, was die Hauptsache
ist, gerade diese Satze und diese Werte sind die
wichtigsten und erstrebenswertesten von allen...
Sie aufzufinden und alle physikalischen und che-
mischen Vorgange auf sie zurtickzufiihren, kann
man geradezu als das Endziel der wissenschaftli-
chen Forschung bezeichnen.”

Briicken zu neuen Welten

Aus dem Inhalt:

BRUCKEN ZU NEUEN WELTEN

- GroRprojekte: Chinas Huajiang-Briicke; Athiopiens Grand Renaissance Dam;

Mit dem BeringstralRen-Projekt den Weg zum Frieden bereiten

- Raumfahrt: Bemannte Mars-Mission nur durch internationale Zusammenar-

beit machbar; Interview mit Astrid Ehricke

- Wissenschaftsmethode: Die wissenschaftlichen Herausforderungen des Neuen

Paradigmas; Die heutige Pseudomoral
- Buchbesprechung: Die Denkfehler der Energiewende

- Umwelt: Die problematische angebliche Losung des , Klimaproblems” durch

CO,-Endlagerung

CHINA B‘ﬁi.FT DIE HOCHSTE

DIN A-4, 60 Seiten, geheftet

Einzelheft: 7,50 € inkl. MwsSt., + Versand

E.I.R. GmbH, Bahnstr. 4, 65205 Wiesbaden

Tel.: 0611-73650, E-mail: info@eir.de oder

nutzen Sie unseren Online-Shop: www.eir.de/shop

UND LANGSTE BRUCKE DER WELT
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Ibykus 1/2025
Politik als Kunst

Aus dem Inhalt

e Das Interesse Deutschlands
* Geopolitisches Uberblickswissen und Ausblick

¢ Die historische Entwicklung der Blockfreien Bewegung
e Schlussresolution der Colombo-Konferenz 1976

¢ Jawaharlal Nehru: , Weltfrieden und Zusammenarbeit”

¢ Fred Wills: ,Der Kampf fiir eine
neue Weltwirtschaftsordnung*”

¢ Das neue Sidafrika und der Globale Siiden

¢ Politik als Kunst

DIN A-4, 60 Seiten, geheftet
Einzelheft: 7,50 € inkl. MwsSt., + Versand
E.l.LR. GmbH, Bahnstr. 4, 65205 Wiesbaden

Telefon: 0611-73650, E-mail: info@eir.de oder
nutzen Sie unseren Online-Shop: www.eir.de/shop
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Schriften von Lyndon LaRouche

Als Taschenbuch erhqiltlich:

Verteidigung des gesunden
Menschenverstandes

(1990, 2. Aufl. 2010)
Taschenbuch, 160 Seiten, 10,- €

ISBN: 9783925725098, Artikelnummer: 149

E-Book, PDF (Vorkasse)
Artikelnummer: 149-0002

Der Weg zum Aufschwung
Die globale Krise und wie sie
geldst werden kann (1999)
Taschenbuch, 320 Seiten, 10,- €

ISBN: 978-3-925725-33-3 Artikelnummer: 633

E-Book, PDF (Vorkasse)
Artikelnummer: 633-0002

So streng wie frei
GesetzmaRigkeiten des schopferischen
Denkens in Wissenschaft und Kunst
Drei ,Gefangnisschriften”

von Lyndon LaRouche (1994)
Taschenbuch, 312 Seiten, 5,- €

ISBN: 978-3-925725-21-0 Artikelnummer: 190

Bitte nutzen Sie unseren Online-
Shop: https://www.eir.de/
produkt-kategorie/buecher/

Die nédchsten 50 Jahre der Erde

Dialog eurasischer Zivilisationen (Neuausgabe 2022)
DIN A5 Taschenbuch, 176 Seiten,19,80 €
ISBN:978-3-925725-62-3

E-Book, PDF, 12,99 € (Vorkasse)

Artikelnummer: 16-202001-0002

Es gibt keine Grenzen des Wachstums
(Neuausgabe 2022)

DIN A5 Taschenbuch, 196 Seiten 19,80 €
ISBN: 978-3-925725-60-9

E-Book, PDF, 12,99 € (Vorkasse)
Artikelnummer: 16-202209-0002

Nur als E-Buch erhqiltlich

Christentum und Wirtschaft

Die wissenschaftlichen Grundlagen einer

neuen, gerechten Weltwirtschaftsordnung (1992)
E-Book, 300 Seiten 10,- € (Vorkasse)
Artikelnummer: 173-0002

Die Macht der Vernunft

Eine Autobiographie von Lyndon LaRouche (1987)
E-Book, 432 Seiten, 10,- € (Vorkasse)
Artikelnummer: 216-0002

Was Sie schon immer iiber Wirtschaft wissen wollten!
Lehrbuch fiir elementare mathematische Okonomie

E-Book, 246 Seiten, 10,- € (Vorkasse)

Artikelnummer: 212-0002
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Abonnieren Sie die Neue Solidaritit!

Die Neue Solidaritat ist seit iiber 50 Jahren Sprachrohr der von Lyndon LaRouche gegriindeten Bewegung.
In der Neuen Solidaritit finden Sie mehr als die gdngigen Standard-Meinungen.
Wir behandeln die politischen, wirtschaftlichen und geistigen Entwicklungen heute,
wie sonst nur der Historiker von morgen, der auf sie zurtickblickt.

0 Druckausgabe Inland (100,- € p.a.) Vorname, Name

O - - mit Online-Zugang (110,- € p.a.) Strale, Hausnr.

O Druckausgabe Ausland (150,- € p.a.) PLZ, Ort

O - - mit Online-Zugang (160,- € p.a.) Email

O Nur Online-Abonnement (60,- € p.a.) O 4 Wochen gratis (nur fiir Neukunden)

Datum, Unterschrift

Ihre Daten werden vertraulich behandelt und nicht an Dritte weitergegeben.

Bitte ausschneiden, ausfiillen und einsenden an:

E.I.R. GmBH - BAHNSTR. 4 - 65205 WIESBADEN

TereroN: 0611/7365-0 - Fax: 0611/974 09 35 - E-MAiL: INFO@EIR.DE oder
nutzen Sie unseren Abonnierdienst unter: https://www.eir.de/abo
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Ray McGovern empfiehlt:
Abonnieren Sie die E.I.R. Nachrichten!

Ray McGovern besucht taglich als erstes EIR.News - die englische Ausgabe der
E.L.R. Nachrichten -, um zu erfahren, was in der Welt vor sich geht. Machen
Sie es genauso! McGovern hat als Analyseexperte der CIA jahrelang jeden
Morgen das Briefing fiir den US-Prasidenten vorbereitet - bis er kiindigte, weil
er die Liigen, die als Vorwand fur den Irakkrieg dienten, nicht mehr mit sei-
nem Gewissen vereinbaren konnte.

McGovern sagt: ,Ich habe beobachtet, wie sich EIR so verbessert hat, daB ich
es morgens als erstes aufrufe. Ich sehe, welche aktuellen Informationen Ihre
Spezialisten vorbereitet haben, und staune immer wieder. Ich denke, es ist

wirklich eine gute Idee, dal viele Menschen es abonnieren wie ich, und sich
uber das informieren, was lhre Spezialisten sagen... Melden Sie sich an, abon-
nieren Sie jetzt! Warten Sie nicht langer!” (Siehe https://eirna.de/ray-
mcgovern-empfiehlt-abonnieren-sie-sofort-die-e-i-r-nachrichten/)

Ray McGovern
E.I.R. Nachrichten - taglich per Mail und im Internet:

Ein kompakter Uberblick iiber aktuelle Nachrichten weltweit, sieben Tage die Woche E E
an lhre E-Mail geliefert und auf unserer neuen Nachrichtenseite eirna.de

Abonnement E.I.R. Nachrichten:
Ein Jahr - 120 Euro. Sechs Monate - 60 Euro. Drei Monate - 30 Euro.

Begrenztes Testangebot von 10 Tagen - kostenlos
Weitere Informationen und Bestellung in unserem Online-Shop unter: https://www.eir.de/abo/dadabo/
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